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CHUYÊN ĐỀ

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ GIẢI PHƯƠNG TRÌNH

GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT – GIÁ TRỊ LỚN NHẤT CỦA HÀM SỐ

ĐỊNH LÝ LAGRANGE

A. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ GIẢI PHƯƠNG TRÌNH

Định lý 1
Nếu hàm số y = 
[image: image1.wmf]f(x)

 liên tục trên khoảng (a; b) và có 
[image: image2.wmf]/

f(x)0
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 (hoặc 
[image: image3.wmf]/

f(x)0
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) trong khoảng (a; b) thì phương trình 
[image: image4.wmf]f(x)0

=

 có không quá 1 nghiệm trong khoảng đó.
Ví dụ 1. Giải phương trình 
[image: image5.wmf]2
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Giải

Điều kiện: x > 0.

Xét hàm số 
[image: image6.wmf](
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 ta có:

[image: image7.wmf]/
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Suy ra phương trình f(x) = 0 có không quá 1 nghiệm trong 
[image: image8.wmf](0;)
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Mặt khác f(2) = 0. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 2.

Định lý 2
Nếu hàm số y = 
[image: image9.wmf]f(x)

 liên tục trên khoảng (a; b) và có 
[image: image10.wmf]//

f(x)0
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 (hoặc 
[image: image11.wmf]//
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) trong khoảng (a; b) thì phương trình 
[image: image12.wmf]f(x)0

=

 có không quá 2 nghiệm trong khoảng đó.
Ví dụ 2. Giải phương trình 
[image: image13.wmf]xx
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Giải

Xét hàm số 
[image: image14.wmf]xx
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 ta có :

[image: image15.wmf]/xx
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, 
[image: image16.wmf]//x2x2
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Suy ra phương trình f(x) = 0 có không quá 2 nghiệm.

Mà f(0) = 0, f(1) = 0. Vậy phương trình có 2 nghiệm x = 0, x = 1.

Chú ý:

i) Hàm số f(x) liên tục và đồng biến trên khoảng (a; b), g(x) liên tục và nghịch biến trong khoảng (a; b) đồng thời f(c) = g(c) (với c thuộc (a; b)) thì phương trình f(x) = g(x) có nghiệm duy nhất x = c.

ii) Hàm số f(x) liên tục và đơn điệu trong (a; b) thì 
[image: image17.wmf]f(u)f(v)uv(a; b)
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.
Ví dụ 3. Phương trình 
[image: image18.wmf]3
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 có nghiệm duy nhất x = 3.
Ví dụ 4. Giải phương trình 
[image: image19.wmf]2
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Giải

Đặt 
[image: image20.wmf]2
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, ta có :

[image: image21.wmf]uvuv
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Xét hàm số 
[image: image22.wmf]t/t
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[image: image23.wmf](2)f(u)f(v)uvvu0
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[image: image24.wmf]2
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Vậy (1) có nghiệm duy nhất x = 1.
Chú ý:

Nếu f(x) đơn điệu trên hai khoảng rời nhau thì không áp dụng 
[image: image25.wmf]f(u)f(v)uv
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 được.

Chẳng hạn: 
[image: image26.wmf]1

f(t)t

t

=-

 và 
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[image: image28.wmf]xy0
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 là sai.
B. GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT – GIÁ TRỊ LỚN NHẤT CỦA HÀM SỐ – ĐỊNH LÝ LAGRANGE

I. GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT – GIÁ TRỊ LỚN NHẤT CỦA HÀM SỐ

1. Định nghĩa

Cho hàm số y = f(x) có MXĐ D và X là tập hợp con của D.

i) Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của f(x) trên X nếu 
[image: image29.wmf]00
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, ký hiệu: 
[image: image30.wmf]xX
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ii) Số M được gọi là giá trị lớn nhất của f(x) trên X nếu 
[image: image31.wmf]00
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, ký hiệu: 
[image: image32.wmf]xX
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2. Phương pháp giải toán

2.1. Hàm số liên tục trên đoạn [a; b]

Cho hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a; b]. Để tìm giá trị lớn nhất (max) và giá trị nhỏ nhất (min) của f(x) trên đoạn [a; b] ta thực hiện các bước sau:
Bước 1. Giải phương trình 
[image: image33.wmf]/

f(x)0
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 (tìm điểm dừng). Giả sử có n nghiệm x1; x2; …; xn thuộc đoạn [a; b] (ta loại các nghiệm nằm ngoài đoạn [a; b]).

Bước 2. Tính f(a), f(x1), f(x2), …, f(xn), f(b).

Bước 3. Giá trị lớn nhất, nhỏ nhất trong các giá trị đã tính ở trên là các giá trị tương ứng cần tìm.
Ví dụ 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image34.wmf]2
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 trên đoạn 
[image: image35.wmf][2;3]
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Giải

Ta có:

[image: image36.wmf]2
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 liên tục trên đoạn 
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[image: image39.wmf](

)

f(2)17, f21, f(3)2

-===

.

Vậy 
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Chú ý:

i) Để cho gọn ta dùng ký hiệu 
[image: image41.wmf]minmax
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 thay cho 
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ii) Nếu đề bài chưa cho đoạn [a; b] thì ta phải tìm MXĐ của hàm số trước khi làm bước 1.

iii) Có thể đổi biến số 
[image: image43.wmf]tt(x)
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 và viết 
[image: image44.wmf]yf(x)g(t(x))
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. Gọi T là miền giá trị của hàm t(x) (thường gọi là điều kiện của t đối với x) thì 
[image: image45.wmf]xXtT
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Ví dụ 2. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image47.wmf]642
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 trên đoạn 
[image: image48.wmf][1; 1]
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Giải

Hàm số 
[image: image49.wmf]642
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 liên trên đoạn 
[image: image50.wmf][1; 1]
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Đặt 
[image: image51.wmf][
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, ta có:

[image: image52.wmf]32
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[image: image53.wmf]/2

913

y3t6t0tt

422

Þ=-+=Û=Ú=

 (loại).


[image: image54.wmf](
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Vậy 
[image: image55.wmf]min
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[image: image56.wmf]max
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Ví dụ 3. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image57.wmf]2
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Ta có điều kiện:

[image: image58.wmf]2

x5x601x6D[1; 6]

-++³Û-££Þ=-


Hàm số 
[image: image59.wmf]2
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 liên tục trên D
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Vậy 
[image: image62.wmf]min
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[image: image63.wmf]max
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Ví dụ 4. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image64.wmf]2
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Đặt 
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Vậy 
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Ví dụ 5. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image70.wmf]3
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 trên đoạn [–3; 2].

Giải

Hàm số 
[image: image71.wmf]3
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 liên tục trên đoạn 
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Đặt 
[image: image73.wmf]3
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 liên tục trên đoạn 
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Vậy 
[image: image80.wmf]maxmin

y16, y0

==

.

2.2. Hàm số liên tục trên khoảng (a; b) hoặc trên 
[image: image81.wmf]¡


Cho hàm số y = f(x) liên tục trên 
[image: image82.wmf]D(a;b)
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 hoặc 
[image: image83.wmf]D
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 ta thực hiện các bước sau:
Bước 1. Giải phương trình 
[image: image84.wmf]/
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 (tìm điểm dừng). Giả sử có n nghiệm x1; x2; …; xn thuộc D (ta loại các nghiệm không thuộc D).

Bước 2. Tính 
[image: image85.wmf]1
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Bước 3.

+ Nếu 
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 thì 
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+ Nếu không thỏa (1) (hoặc (2)) thì hàm số không đạt min (hoặc max).
Chú ý: 
i) Có thể lập bảng biến thiên của hàm số f(x) thay cho bước 3.
ii) Nếu hàm số không có điểm dừng (điểm dừng khác điểm tới hạn) thì không đạt min, max.

Ví dụ 6. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất (nếu có) của hàm số 
[image: image91.wmf]2
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Giải

Hàm số f(x) liên tục trên R. Ta có:
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Bảng biến thiên

[image: image94.png]too
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Vậy  hàm số không đạt min và 
[image: image95.wmf]xR

maxf(x)2x1

Î

=Û=

.
Nhận xét:


[image: image96.wmf]2
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 có nghiệm thực 
[image: image97.wmf]1m2
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.
Ví dụ 7. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất (nếu có) của hàm số 
[image: image98.wmf]2
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Giải

Hàm số f(x) liên tục trên 
[image: image99.wmf]¡

. Ta có:
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Vậy  hàm số không đạt min và max (vì không có điểm dừng).

Ví dụ 8. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image102.wmf]2
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Ta có 
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Giới hạn 
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Vậy 
[image: image108.wmf]maxmin
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.
Nhận xét:


[image: image109.wmf]2
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 có nghiệm thực 
[image: image110.wmf]2m2
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Ví dụ 9. Tìm m để phương trình 
[image: image111.wmf]2
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Giải

Xét hàm số 
[image: image112.wmf]2
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[image: image118.wmf]2
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[image: image119.wmf]min
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Vậy với 
[image: image120.wmf]2
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 thì phương trình có nghiệm.
Chú ý: Có thể dùng bất đẳng thức để tìm min, max của hàm số.
II. ĐỊNH LÝ LAGRANGE

Hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a; b] (a < b) và có đạo hàm trên khoảng (a; b) thì tồn tại số c trong khoảng (a; b) sao cho 
[image: image121.wmf]/
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.
Ví dụ 10. Chứng tỏ rằng phương trình 
[image: image122.wmf]32
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 có nghiệm trong khoảng (0; 1).
Giải

Xét hàm số 
[image: image123.wmf]432
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 liên tục trên [0; 1] và có đạo hàm trên (0; 1).

Áp dụng định lý Lagrange, ta có :

[image: image124.wmf]/32
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Vậy phương trình có nghiệm x = c trong (0; 1).
Ví dụ 11. Chứng tỏ rằng phương trình 
[image: image125.wmf]2
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++=

 có nghiệm trong khoảng (0; 1), trong đó 
[image: image126.wmf]abc
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a) Khi m = 1 thì ta có bài toán quen thuộc.

Xét hàm số 
[image: image127.wmf]32
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 liên tục trên [0; 1] và có đạo hàm trên (0; 1).

Áp dụng định lý Lagrange, ta có :


[image: image128.wmf]/
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[image: image129.wmf]2
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 có nghiệm x = c.

b) Khi m > 0 thì ta chỉ cần giải tương tự với số mũ tương ứng.

Xét hàm số 
[image: image130.wmf]m2m1m
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 liên tục trên [0; 1] và có đạo hàm trên (0; 1).

Áp dụng định lý Lagrange, ta có :
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 có nghiệm x = c.

Ví dụ 12. Chứng minh rằng với mọi a, b thì 
[image: image133.wmf]sinbsinaba
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Giải

Dễ thấy với a = b ta có đẳng thức xảy ra.

Giả sử 
[image: image134.wmf]ab
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, áp dụng định lý Lagrange cho hàm số 
[image: image135.wmf]f(x)sinx
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 trên [a; b] ta có
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Vậy 
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 với mọi a, b.
Ví dụ 13. Chứng minh rằng nếu 
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 thì 
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Xét hàm số 
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 liên tục trên [a; b] và có 
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Áp dụng định lý Lagrange, ta có :
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 (1).

Mặt khác 
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 (2).

Vậy từ (1) và (2) ta có 
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Ví dụ 14. Chứng minh rằng 
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Xét hàm số 
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 liên tục trên [x; x + 1] và có 
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 trên (x; x + 1).

Áp dụng định lý Lagrange, ta có :
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Mặt khác 
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Vậy 
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Ví dụ 15. Chứng minh rằng 
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Xét hàm số 
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 liên tục trên [a; b] và có 
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 trên (a; b).

Áp dụng định lý Lagrange, ta có :
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Mặt khác 
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Vậy 
[image: image160.wmf]22

baba

tgbtga

cosacosb

--

£-£

.

_1256999744.unknown

_1256999779.unknown

_1257000127.unknown

_1257055808.unknown

_1257056613.unknown

_1257059220.unknown

_1257059464.unknown

_1257059465.unknown

_1257059601.unknown

_1257059731.unknown

_1257059301.unknown

_1257059221.unknown

_1257056968.unknown

_1257056969.unknown

_1257056775.unknown

_1257056967.unknown

_1257055810.unknown

_1257056119.unknown

_1257056390.unknown

_1257056461.unknown

_1257056142.unknown

_1257055811.unknown

_1257055809.unknown

_1257000609.unknown

_1257055804.unknown

_1257055806.unknown

_1257055807.unknown

_1257055805.unknown

_1257055802.unknown

_1257055803.unknown

_1257001189.unknown

_1257001190.unknown

_1257000625.unknown

_1257000594.unknown

_1257000601.unknown

_1257000134.unknown

_1257000582.unknown

_1256999790.unknown

_1256999794.unknown

_1257000050.unknown

_1257000058.unknown

_1256999797.unknown

_1256999792.unknown

_1256999793.unknown

_1256999791.unknown

_1256999784.unknown

_1256999786.unknown

_1256999789.unknown

_1256999785.unknown

_1256999782.unknown

_1256999783.unknown

_1256999780.unknown

_1256999763.unknown

_1256999771.unknown

_1256999775.unknown

_1256999777.unknown

_1256999778.unknown

_1256999776.unknown

_1256999773.unknown

_1256999774.unknown

_1256999772.unknown

_1256999767.unknown

_1256999769.unknown

_1256999770.unknown

_1256999768.unknown

_1256999765.unknown

_1256999766.unknown

_1256999764.unknown

_1256999755.unknown

_1256999759.unknown

_1256999761.unknown

_1256999762.unknown

_1256999760.unknown

_1256999757.unknown

_1256999758.unknown

_1256999756.unknown

_1256999748.unknown

_1256999750.unknown

_1256999753.unknown

_1256999749.unknown

_1256999746.unknown

_1256999747.unknown

_1256999745.unknown

_1256999710.unknown

_1256999726.unknown

_1256999734.unknown

_1256999740.unknown

_1256999742.unknown

_1256999743.unknown

_1256999741.unknown

_1256999738.unknown

_1256999739.unknown

_1256999735.unknown

_1256999730.unknown

_1256999732.unknown

_1256999733.unknown

_1256999731.unknown

_1256999728.unknown

_1256999729.unknown

_1256999727.unknown

_1256999718.unknown

_1256999722.unknown

_1256999724.unknown

_1256999725.unknown

_1256999723.unknown

_1256999720.unknown

_1256999721.unknown

_1256999719.unknown

_1256999714.unknown

_1256999716.unknown

_1256999717.unknown

_1256999715.unknown

_1256999712.unknown

_1256999713.unknown

_1256999711.unknown

_1256999694.unknown

_1256999702.unknown

_1256999706.unknown

_1256999708.unknown

_1256999709.unknown

_1256999707.unknown

_1256999704.unknown

_1256999705.unknown

_1256999703.unknown

_1256999698.unknown

_1256999700.unknown

_1256999701.unknown

_1256999699.unknown

_1256999696.unknown

_1256999697.unknown

_1256999695.unknown

_1256999685.unknown

_1256999689.unknown

_1256999692.unknown

_1256999693.unknown

_1256999691.unknown

_1256999687.unknown

_1256999688.unknown

_1256999686.unknown

_1256999676.unknown

_1256999680.unknown

_1256999682.unknown

_1256999684.unknown

_1256999681.unknown

_1256999678.unknown

_1256999679.unknown

_1256999677.unknown

_1256999672.unknown

_1256999674.unknown

_1256999675.unknown

_1256999673.unknown

_1256999670.unknown

_1256999671.unknown

_1256999668.unknown

_1256999669.unknown

_1256999667.unknown

_1256999666.unknown

