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       Chöông III :   QUAN HEÄ VUOÂNG GOÙC TRONG KHOÂNG GIAN                  
                            §1 .  Vectô trong khoâng gian 

A . Toùm taét giaùo khoa .   
Vectô ,  caùc pheùp toùan vectô trong khoâng gian ñöôïc ñònh nghóa hoøan toøan gioáng nhö trong hình hoïc phaúng  
vaø chuùng cuõng coù caùc tính chaát töông töï . Ta chæ xeùt moät soá tinh chaát cuûa vectô trong khoâng gian .  

1 . Söï ñoàng phaúng cuûa caùc vectô  .  
Ñònh nghóa  : Ba vectô goïi laø ñoàng phaúng khi ba ñöôøng thaúng chöùa ba vectô naøy cuøng song song vôùi moät  
maët phaúng .  

2 . Ñieàu kieän ñeå ba vectô ñoàng phaúng :  
Ñònh lyù 1 : Ba vectô ñoàng phaúng khi vaø chæ khi coù caùc soá m , n  sao cho c m

G

A

B

C

D

I

J

, ,a b c
G G G

a nb= +
G G

 . Caùc soá m , 
n laø duy nhaát . 

0ma nb pc+ + =
G G G G

, ,a b c
G G G

0ma nb pc

Heä quaû 1 : Neáu ta coù :  vaø moät trong ba soá m , n , p khaùc 0 thì ba vectô   ñoàng 
phaúng . 
Heä quaû 2 : Neáu  laø ba vectô khoâng ñoàng phaúng vaø , ,a b c

G G G G
+ + =
G G G

 thì ta suy ra ñöôïc m = n = p 
= 0 . 

d
JG

Ñònh lyù 2 : Neáu laø ba vectô khoâng ñoàng phaúng vaø , ,a b c
G G G

 laø moät vectô baát kyø thì ta luoân luoân coù :  

d ma nb pc= + +
JG G G G

 vaø caùc soá m , n , p laø duy nhaát .  

B . Giaûi toùan . 
Daïng toùan 1 : Söû duïng caùc pheùp toùan veà vectô vaø caùc tính chaát .  
Caàn nhôù :  

;AC AB BC AC BC BA= + = −
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

 Quy taéc ba ñieåm : Vôùi moïi ba dieåm A , B , C ta coù :            

0 2 ,IM IN OM ON OI O⇔ + = ⇔ + = ∀
JJJG JJG G JJJJG JJJG JJG

 I laø trung ñieåm cuûa ñoïan MN  .                        

AB k AC⇔ =
JJJG JJJG

 Ba ñieåm A , B , C thaúng haøng  .  
 Caùc coâng thöùc veà tích voâ höôùng :  

22 ; . . cos( , ) ; . 0

( ) ...

AB AB a b a b a b a b a b

a b c ab ac

= = ⊥ ⇔

+ = +

JJJG G G G G G G G G G G

G G G GG GG        
=

 

 

  Ví duï 1 : Cho töù dieän ABCD . I , J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD . Chöùng minh raèng :     

  
1 ( )
2

IJ AC AD AB= + −
JJG JJJG JJJG JJJG

 

      
Giaûi :  

IJ AJ AI= −
JJG JJJG JJG

  ( quy taéc ba ñieåm )  maø : Ta coù :  
1 ( );
2 2

1AJ AC AD AI A= + =
JJJG JJJG JJJG JJG JJJG

B  ( quy taéc trung ñieåm ) neân      

1 ( )
2

IJ AC AD A= + −
JJG JJJG JJJG JJJG

B  . 
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  Ví duï 2 : Cho hình hoäp ABCD.A’B’C’D’ . Ñöôøng cheùo AC’ caét maët phaúng (A’BD) taïi G  . Chöùng   minh  1

  raèng  G  laø troïng taâm cuûa tagiaùc A’BD . 1

Giaûi :  
Goïi G laø troïng taâm tam giaùc A’BD , ta chæ caàn chöùng minh A , G , C’ 
thaúng haøng thì G

A

C'B'

A'

CB

D'

D1 seõ truøng vôùi G ( vì cuøng laø giao ñieåm cuûa ñöôøng 
thaúng AC’ vôùi maët phaúng   ( A’BD)) vaø baøi toùan ñöôïc chöùng minh . 

1' 0 ( '
3

GA GB GD AG AA AB AD+ + = ⇔ = + +
JJJG JJJG JJJG G JJJG JJJG JJJG JJJG

)  maø Ta coù : G'

AB AD AC+ =
JJJG JJJG JJJG

       neân  
'A ' ' ' ' 'A AB AD AA AC AA A C AC+ + = + = + =

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJJJG JJJJG
 . Vaäy : 

1A '
3

G AC=
JJJG JJJJG

;

hay ba ñieåm A , G , C’ thaúng haøng . 

 
  Ví duï 3 : Cho töù dieän ABCD . E , F laø nhöõng ñieåm xaùc ñònh bôûi : B

J
E k BC AF k AD= =
JJG JJJG JJJG JJJG

. Chöùng minh    
  raèng trung ñieåm cuûa caùc ñoïan AB , CD , EF thaúng haøng . 

Giaûi :  
Goïi I , J , K laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB , CD , EF .Ta coù 

( )
( ) ( )
( )
( )
( )

1
2
1 1
2 2

1 ( 0)
2

2

( 0)
2

IJ ID IC

IK IE IF IB BE IA AF

k BC k AD do IA IB

k IC IB ID IA

k IC ID do IA IB

k IJ

= +

= + = + + +

= + + =

= − + −

= + + =

=

JJG JJG JJG

JJG JJG JJG JJG JJJG JJG JJJG

JJJG JJJG JJG JJG G

JJG JJG JJG JJG

JJG JJG JJG JJG JJG

JJG

)

 

Vaäy I , J , K thaúng haøng .    

  Ví duï 4 : Cho töù dieän ABCD coù : AB = 2a ; CD = 2b ; I , J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB , CD vaø IJ = 2c .    
  M laø moät ñieåm baát kyø . Chöùng minh raèng :                                     
  a) MA2 + MB2 = 2MI2 + 2a2 .         
 b) MA2 + MB2 + MC2 + MD2 = 4MG2 + 2( a2+ b2+2 c2 )  G laø troïng taâm cuûa töù dieän ). Suy ra vò trí cuûa   
        ñieåm M ñeå ( MA2+ MB2+ MC2+ MD2) ñaït giaù trò nhoû nhaát . 

Giaûi :  
a) Ta coù : 

            

22 2 2 2

22 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) 2 .

( ) 2 .

2 2 2 ( ) (

2 2 ( 0)

MA MA MI IA MI IA MI IA

MB MB MI IB MI IB MI IB

MA MB MI a MI IA IB do IA IB a

MI a do IA IB

= = + = + +

= = + = + +

+ = + + + = =

= + + =

JJJG JJJG JJG JJJG JJG

JJJG JJJG JJG JJJG JJG

JJJG JJG JJG

JJG JJG G

 

b) Töông töï : MC2+ MD2 = 2MJ2 + 2b2 .  

K

A

F
I

DB
E J

C
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C'B'

A'

CB

A

D'

D

M

N

I
E

C'B'

A'

CB

A

D'

D
M

N

Suy ra :  MA + MB2 2+ MC + MD2 = 2( MI2 + MJ2 ) + 2( a2 + b2 ) . Maø MI2 + MJ2 = 2MG2 2+2c    
  ( chöùng minh töông töï nhö caâu a) .  
Vaäy :  MA2+ MB2+ MC2+ MD2 = 2( 2MG2 2+ 2c  ) + 2( a2 + b2 ) = 4MG2 + 2( a2 + b2 + 2c2 ) .  
Do ñoù : MA2+ MB2+ MC2+ MD2  . Daáu “=” xaûy ra khi MG = 0 hay M truøng vôùi G . 
Toùm laïi ( MA

2 2 22( 2 )a b c≥ + +
2+ MB2+ MC2+MD2 ) ñaït giaù trò nhoû nhaát khi ñieåm M truøng vôùi troïng taâm cuûa töù dieän . 

 
 
       

D

C

B

A

J

I
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Ví duï 5 : Cho hình hoäp ABCD.A’B’C’D’, coù B’C’ = CD .  M , N laø hai ñieåm löu ñoäng laàn löôït treân hai  
  caïnh B’C’ vaø CD sao cho B’M = CN . E laø taâm cuûa maët BCC’B’ vaø I laø trung ñieåm cuûa MN . 

' ' ,B C CD
JJJJJG JJJG

EI
JJG

 theo hai vec tô   .  Suy ra raèng ñieåm I löu ñoäng treân moät ñöôøng thaúng coá   Bieåu thò  vectô 
ñònh . 

Giaûi : 
' ' ' ;B M k B C CN kCD= =

JJJJJG JJJJJG JJJG JJJG
Ta coù :  ( vectô cuøng phöông vaø do B’M = CN ; B’C’ = CD )            

1 1 1( ) ( ' ' ) ( ' ) ( ' 0)
2 2 2
1 1( ' ' ) ( ' ' )
2 2

EI EM EN EB B M EC CN B M CN do EB EC

k B C kCD k B C CD

= + = + + + = + + =

= + = +

JJG JJJJG JJJG JJJG JJJJJG JJJG JJJG JJJJJG JJJG JJJG JJJG G

JJJJJG JJJG JJJJJG JJJG  

Maø : 
1' '
2

B C CD BC CD BD EI k BD+ = + = ⇒ =
JJJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJG JJJG

 , neân ñieåm I löu ñoäng treân ñöôøng thaúng qua E vaø  

song song vôùi BD .  

Daïng toùan 2 :  Chöùng minh ba vectô  ñoàng phaúng . 

Sử dụng định lí 1. 

 Ví duï 1 : Cho hình hoäp ABCD.A’B’C’D’ . M , N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AD vaø C’D’ .  
, ' , 'MN AC DD

JJJ JJJJG JG JJJJG
  Chöùng minh raèng ba vectô  ñoàng phaúng .  

Giaûi :Ta coù : 
1 1 1 1' ' ; ( ' ') ' '
2 2 2 2

DD AD AD MN AN AM AC AD AD AC DD= − = − = + − = −
JJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJG

', ' ,MN AC DD
JJJJG JJJJG JJJJG

Theo ñònh lyù 1 , ba vectô   ñoàng phaúng  
 
 Ví duï 2 : Cho 4 vectô a b c  thoûa :                                  

     

, , , d
G G G JG

)

2 3 2 0 (1)

2 5 7 7 0 (2

a b c d

a b c d

⎧ + + + =⎪
⎨

− − + =⎪⎩

G G G JG G

G G G JG G
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. Chöùng minh raèng ba vectô  ñoàng phaúng .  , ,b c d
G G JG

Giaûi :  
(1) : 2 4 6 4 ; (2) :2 5 7 7

13 1: 4 6 4 5 7 7
9 3

cho a b c d cho a b c d

Suy ra b c d b c d b c d

= − − − = + −

− − − = + − ⇔ = − +

G G G JG G G G G

G G JG G G JG G G JG

J

 

Vaäy ba vectô   ñoàng phaúng .  , ,b c d
G G JG

x

y

A

B

M

N

E

I

  Ví duï 3 : Cho hai nöûa ñöôøng thaúng Ax , By cheùo nhau . M , N laø hai ñieåm löu ñoäng laàn löôït treân Ax vaø  
  By ; E , I laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø MN . Chöùng minh raèng ñieåm I naèm trong moät maët phaúng coá  
  ñònh . 

Giaûi :  
Goïi  laàn löôït laø caùc vectô chæ phöông cuûa Ax , By , Ta coù : 

 

,a b
G G

1 1( ) ( )
2 2

1 ( ) ( 0)
2

EI EM EN EA AM EB BN

AM BN do EA EB

= + = + + +

= + + =

JJG JJJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG

JJJJG JJJG JJJG JJJG G   

maø : 
'; '

2 2
k kAM ka BN k b EI a b= = ⇒ = +

JJJJG G JJJG G JJG G G
 . Vaäy ba vectô 

, ,EI a b
JJG G G

ñoàng phaúng hay ba ñöôøng thaúng E I , Ax , By cuøng song song 
vôùi moät maët phaúng hay ñöông thaúng EI naèm trong maët phaúng ( P ) qua 
E vaø song song vôùi hai döôøng thaúng Ax , By . Vaäy ñieåm I naèm trong  
maët phaúng ( P ) coá ñònh .   

  Ví duï 4 : Cho töù dieän ABCD vaø caùc ñieåm M , N ñònh bôûi : JJJJ JJJ JJJ JJJ
 . 2 3 (1); (AM AB AC DN DB xDC= − = + 2)

G JJJG JJJG G G G

, ,

  a) Caùc ñieåm M , N thuoäc caùc maët phaúng naøo cuûa töù dieän ?                                                    
  b) Ñònh x ñeå caùc ñöôøng thaúng AD , BC , MN cuøng song song vôùi moät maët phaúng . 

Giaûi :  
Aa) ( 1) cho : 3 vectô M AB AC
JJJJG JJJG JJJG

, ,DN DB DC
JJJG JJJG JJJG

 ñoàng phaúng . Vaäy M thuoäc maët phaúng (ABC) .   

   (2) cho  : 3vectô  ñoàng phaúng  . Vaäy N thuoäc maët phaúng (BDC) . 

, ,MN AD BC
JJJJG JJJG JJJG

 ñoàng phaúng .  ( 1 ) cho : b) Ta caàn ñònh x ñeå 3 vectô  

( )2 3 3

(2) : ( )

(1 ) (1 )

(2 ) (1 ) ( 3)

AM AB AB BC AB BC

cho AN AD AB AD x DA AB BC

AN x AB x AD xBC

Suy ra MN AN AM x AB x AD x

= − + = − −

− = − + + + ⇔

= + − + +

= − = + − + + +

JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG
B
J

C
JJG

 

, ,MN AD BC
JJJJG JJJG JJJG

 ñoàng phaúng khi 2 + x = 0 hay x = - 2 .  Vaây 3 vectô 

C . Baøi taäp reøn luyeän . 
3.1 .Cho hai töù dieän ABCD , A’B’C’D’ coù troïng taâm laàn löôït laø G , G’ . Chöùng minh raèng :  

' ' ' ' 4 'AA BB CC DD GG+ + + =
JJJ JJJ JJJ J JJJJG G JG JJJG G

. Suy ra ñieàu kieän ñeå hai töù dieän treân coù cuøng troïng taâm . 
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3.2 . Cho töù dieän ABCD . Tìm quyõ tích nhöõng ñieåm M thoûa ñieàu kieän : 
MA MB MC MD AB AC+ + + = +
JJJG JJJG JJJJG JJJJG JJJG JJJG

 

3.3 . Cho töù dòeän ABCD . G  G troïn aâm m giaùc BCD . vaø O laø trung ñieåm cuûa AG .                                                
a) Chöùng minh heä thöùc : 

oïi laø g t  ta
03OA OB OC OD+ + + =

JJJG JJJG JJJG JJJG G
                                                               

b) M laø moät ñieåm baát kyø, chöùng minh raèng : 
2 2 2 2 2 2 2 23 6 3 2MA MB MC MD MO OA OB OC OD+ + + = + + + + . Suy ra vò trí cuûa ñieåm M ñeå bieåu  

2thöùc ( 3MA + MB2 + MC2 + MD2 ) ñaït giaù trò nhoû nhaát . 

3.4 . Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø moät hình bình haønh , taâm laø O . I laø trung ñieåm cuûa SO vaø  
ñieåm E thoûa  . Ñònh x ñeå ba ñieåm A , E , I thaúng haøng . SE xSC=

JJG JJJG

3.5 . Cho töù dieän ABCD . M , N laàn löïôt laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD . P , Q  laø caùc ñieåm ñònh bôûi : 
;BP k BC AQ k AD= =

JJJG JJJG JJJG JJJG
, ,MN MP MQ

JJJJG JJJG JJJJG
 . Chöùng minh raèng ba vectô  ñoàng phaúng .  

3.6 . Cho hình hoäp ABCD.A’B’C’D’. M , N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa CD vaø DD’ ; G , G’ laàn löôït laø 
troïng taâm cuûa caùc töù dieän A’D’MN vaø BCC’D’ . Chöùng minh raèng GG’ song song vôùi maët phaúng  
(ABB’A’) 

 Höôùng daãn – Ñaùp soá . J JJJ JJJJJ
3.1 . VT  ' ' ' .. 4 ' ( ' ' ..) ( ..) 4 'AG GG G A GG G A GA GG= + + + = + + − + =

JJG JG G JJJJG JJJJJG JJJG JJJJG

A
J

E AB AC= +
JJG JJJG JJJG

 , G , E coá ñònh . Ta coù : 3.2 . Goïi G laø troïng taâm cuûa töù dieän vaø E laø ñieåm thoûa : 
14
4

MG AE GM AE= ⇔ =
JJJJG JJJG

 . Vaäy quyõ tích cuûa M laø maët caàu taâm G baùn kính baèng moät phaàn tö ñoïan  

AE . 

3.3 . a) VT = 3 ( )  0
22 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) 2 . .

6 3 2 (3 )

MA MA MO OA MO OA MO OA

VT MO OA OB OC OD MO OA OB OC OD VP

= = + = + +

= + + + + + + + + =

JJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJG

JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

OA OG+ =
JJJG JJJG G

b)  

1 1 1 13.4.
2 2 2 4

( ) (1 )

41
32
1

4 3

AI AS AO AS AC

SE xSC AE AS x AC AS AE x AS xAC

k kx
AE k AI

k x x

= + = +

= ⇔ − = − ⇔ = − +

⎧ ⎧ == −⎪ ⎪⎪ ⎪= ⇔ ⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪= =

⎪⎪ ⎩⎩

JJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJG

 

13.5. ( )
2

( ) (1 )

(1 )

(1 )( ) ( ) (

MN MC MD

BP k BC MP MB k MC MB MP k MB kMC

MQ k MA kMD

MP MQ k MA MB k MC MD k MC MD

= +

= ⇔ − = − ⇔ = − +

= − +

+ = − + + + = +

JJJJG JJJJG JJJJG

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG

JJJJG JJJG JJJJG

JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJJG JJJJG JJJJG
.  

) ( 0)
2 2:

do MA MB

Suy ra MN MP MQ
k k

+ =

= +

JJJJG JJJG JJJG G

JJJJG JJJG JJJJG
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( )

13.6. ' ' ( ' ' ' ')
4

1 1 ( ') '
4 2
1 12 ( '
4 2

GG AG AG AM AN AA AD AB AC AC AD

AC AD AD AD AA AB AB AD AA AC

AB AD

= − = + + + − − − −

⎡ ⎤= + + + + − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − +

JJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJJ

'

G JJJG JJJJG

JJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG 1 1 1 1) '
2 2 2 8

AC AB CD AB BA⎛ ⎞− = − + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

JJJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG

  

'

Vaäy ba döôøng thaúng GG’ , AB , BA’ cuøng song song vôùi moät maët phaúng . Maø G khoâng thuoäc maët phaúng (  
ABB’A’ ) neân GG’ song song vôùi maët phaúng naøy . 

§2 . Hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi nhau . 
A . Toùm taét giaùo khoa .  
1 . Goùc cuûa hai ñöôøng thaúng : Goùc cuûa hai ñöôøng thaúng D , D’ laø goùc giöõa hai ñöôøng thaúng d , d’ cuøng ñi  
qua moät ñieåm vaø laàn löôït song song vôùi D vaø D’ . 

 

D

D'

d

d'
O

Nhö theá , ñeå coù goùc cuûa D , D’ ta coù theå laáy O thuoäc D vaø qua 

O veõ d’ song song vôùi D’.  

Goùc ( D , D’ ) =  goùc ( D , d’ ) 

 
 
2 . Hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi nhau : Hai ñöôøng thaúng goïi laø vuoâng goùc vôùi nhau khi goùc cuûa chuùng  

o .  baèng 90

B . Giaûi toùan .  

B D

C

A

E

G

F
  Ví duï 1 : Cho töù dieän ABCD coù AB = CD ; E , F laàn löôït laø trung ñieåm  
  BC vaø AD . Chöùng minh raèng : goùc (AB , EF) = goùc (CD , EF) . 

Giaûi :  
Veõ EG song song vôùi AB , ta coù : G laø trung ñieåm cuûa AC ( vì EG laø 
ñöôøng trung bình cuûa tam giaùc ABC ) vaø goùc (AB , EF) = goùc (EG , EF ) . 
Ta cuõng coù : goùc (CD , EF) = goùc (FG , EF) ( vì FG song song vôùi CD ) .  

1 1 )
2 2

AB CD=Ta laïi coù : EG = FG ( cuøng baèng . Suy ra : tam giaùc GEF  

caân , do ñoù :  goùc (EG , EF) = goùc (FG , EF) . Vaäy goùc (AB , EF) = goùc (CD , EF) . 

57cm  Ví duï 2 : Cho töù dieän ABCD coù : AB = 5cm ; AC = 7cm ; BD = ; CD = 9cm .Chöùng minh raèng   
  hai ñöôøng thaúng BC vaø AD vuoâng goùc . 

Giaûi :  
. ( ) . .BC AD BC BD BA BC BD BC BA= − = −

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
 . Maø : Ta coù : 

( ) ( )222 2 2 212 . .
2

CD CD BD BC BD BC BC BD BC BD BC BD CD= = − = + − ⇔ = + −
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

2 2  
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( )2 21.
2

2BC BA BC BA CA= + −
JJJG JJJG

Töông töï :  . Suy ra : 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1.
2 2
1 1 57 49 81 25 0
2 2

BC AD BD BC CD BA BC CA

BD AC CD AB

= + − − + −

= + − − = + − −

JJJG JJJG

 
=

Vaäy hai ñöôøng thaúng BC vaø AD vuoâng goùc . 

  Ví duï 3 : Cho töù dieän ñeàu ABCD ( töù dieän coù taát caû caùc caïnh baèng nhau ) , G laø taâm cuûa tam giaùc BCD .                       
  a) Chöùng minh raèng AG vuoâng goùc vôùi CD .                                                                            
  b) M laø trung ñieåm cuûa CD , tính goùc cuûa AC vaø BM , 

Giaûi :  

a) G cuõng laø troïng taâm cuûa tam giaùc BCD neân : ( )1
3

AG AB AC AD= + +
JJJG JJJG JJJG JJJG

 .  

( ) 2 2

2 2 2 2

1. . ( . . . . ) 0
3

( . . . . .cos 60 ; )
2

o

AG CD AG AD AC AB AD AC AD AD AB AC AC AD AC

ado AB AD AC AD AB AC a a AD AC a

= − = + + − − − =

= = = = = =

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG JJJJGJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG  

( a laø caïnh cuûa töù dieän ñeàu ) . Vaäy AG vuoâng goùc vôùi CD . 
 
b) Veõ MN song song vôùi AC , ta coù : N laø trung ñieåm cuûa AD ( vì 
MN laø ñöôøng trung bình cuûa tam giaùc ACD) vaø goùc (AC , BM) = goùc 
(MN , BM) . Trong tam giaùc BMN , ta coù : 

3;
2 2
a aMN BM BN= = =

n

 ( ñöôøng cao tam giaùc ñeàu ) . Ñònh lyù 

cosin cho :   

n

2 2 2 3cos
2 . 2 62. 3

73 13'o

BM MN BN MN aBMN
BM MN BM a

BMN

+ −
= = = = ⇒

=

; .

 

Vaäy goùc cuûa hai ñöôøng thaúng AC vaø BM baèng 73o13’ .  

C . Baøi taäp reøn luyeän . 
3.7 . Cho töù dieän ABCD coù : AB CD AC BD⊥ ⊥  Chöùng minh raèng : AD BC⊥ . 

3.8 . Cho hình laêng truï tam giaùc ABC.A’B’C’ coù taát caû caùc caïnh ñeàu baèng a vaø : n n' ' oB BA B BC= = 60 .  
Chöùng minh raèng : AB vuoâng goùc vôùi B’C . 

3.9   Cho töù dieän ABCD coù : AB = AC = AD = a ; n n n60 ; 90oBAC BAD CAD= = = o

0=

G G G G G JJJG

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

0=

.Tính goùc cuûa hai  
ñöôøng thaúng AB vaø DM ( M laø trung ñieåm cuûa BC ) . 

D . Höôùng daãn – Ñaùp soá .  JJJ JJJ JJJ JJJ JJJ
3.7 . . .

. . . . . .

AB CD AC DB AD BC

AB AD AB AC AC AB AC AD AD AC AD AB

+ + =

− + − + −
 

maø :  . Vaäy AD vuoâng goùc vôùi BC . . 0; . 0. : .AB CD AC DB Suy ra AD BC= =
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

A

N

DB

C

G M
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3.8 . Tam giaùc ABB’ laø tam giaùc ñeàu ( tam giaùc caân coù moät goùc baèng 60o) . Töông töï , tam giaùc BB’C 
cuõng laø tam giaùc ñeàu . Ta coù : .  '. '. '. . cos60 . cos60 0o oCB AB CB CB CB CA a a a a= − = −

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
=

Vaäy AB vuoâng goùc vôùi B’C . 

3.9 . Caùc tam giaùc ABC , ABD laø tam giaùc ñeàu .Caùc tam giaùc ADC , BDC laàn löôït vuoâng taïi A vaø B . Veõ 
MN song song vôùi AB , ta coù : N laø trung ñieåm cuûa AC .                                      

a
d

P

goùc ( AB , DM) = goùc ( MN , DM) vaø  
2

2 5;
2 4
a aMN DM DN a= = = + =

2
a

 . Ñònh lyù cosin cho :  

DN2= DM2+MN2 – 2DM. MN cosDMN hay 

n

n

5cos
2 12 5

77 4 'o

MN aDMN
DM a

DMN

= = =

=

0
⇒

 

 
 
 

§3. Ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng . 
A . Toùm taét giaùo khoa . 
1 . Ñònh nghóa : Moät ñöôøng thaúng goïi laø vuoâng goùc vôùi moät maët phaúng khi noù vuoâng goùc vôùi moïi ñöôøng  
thaúng naèm trong maët phaúng ñoù  

2 . Ñònh lyù 1 : Neáu moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng 
thaúng caét nhau naèm trong moät maët phaúng  thì  noù seõ vuoâng goùc vôùi 
maët phaúng ñoù .  
Heä quaû 1 : Qua moät ñieåm cho tröôùc , coù vaø chæ coù moät maët phaúng  
vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng cho saün . 
Heä quaû 2 : Qua moät ñieåm cho tröôùc , coù vaø chæ coù moät ñöôøng thaúng  
vuoâng goùc vôùi moät maët phaúng cho saün .  

3 . Lieân heä giöõa quan heä song song vaø quan heä vuoâng goùc cuûa 
ñöôøng thaúng vaø maët phaúng .  
Ñònh lyù 2 : Coù hai ñöôøng thaúng song song , Maët phaúng naøo vuoâng goùc vôùi moät trong hai ñöôøng thaúng thì 
cuõng vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng kia . 
Ñònh lyù 3 : Coù hai maët phaúng song song . Ñöôøng thaúng naøo vuoâng goùc vôùi moät trong hai maët phaúng thì  
cuõng vuoâng goùc vôùi maët phaúng kia                         

Ñònh lyù 4 : Hai ñöôøng thaúng phaân bieät cuøng vuoâng goùc vôùi  
moät maët phaúng thì song song vôùi nhau . 

Ñònh lyù 5 : Hai maët phaúng phaân bieät cuøng vuoâng goùc vôùi  
moät ñöôøng thaúng thì song song vôùi nhau .  

Ñònh lyù 6 : Coù moät ñöôøng thaúng a vaø moät maët phaúng (P) 
song song vôùi nhau . Ñöôøng thaúng d  naøo vuoâng goùc vôùi  
maët phaúng (P) thì cuõng vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng a .   

Ñònh lyù 7 : Coù moät ñöôøng thaúng a vaø moät maët phaúng (P) khoâng chöùa a . 
Neáu a vaø (P) cuøng vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng thì  a vaø (P) song  
song vôùi nhau . 

B

M

CA N

D

d

P
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a

b

a'

P

4 . Ñònh lyù ba ñöôøng vuoâng goùc .  
a) Pheùp chieáu vuoâng goùc : Pheùp chieáu leân maët phaúng (P) theo phöông d 
vuoâng goùc vôùi (P) goïi laø pheùp chieáu vuoâng goùc . 
b) Ñònh lyù ba ñöông vuoâng goùc

A B

D C

S

O

 : Cho ñöôøng thaúng a coù hình chieáu leân m
phaúng (P) laø ñöôøng thaúng a’vaø b laø moät ñöôøng thaúng naèøm trong (P) . 

aët 

                 b vuoâng vôùi a khi vaø chæ khi b vuoâng goùc vôùi a’ .  
 
5 . Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng : Goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët 
phaúng (P) laø goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø ñöôøng thaúng d’ laø hình chieáu vuoâng 
goùc cuûa d leân (P) . 

a

Neáu d vuoâng goùc vôùi (P) thì goùc giöõa d vaø (P) baèng 90o-.  
 
6 . Maët phaúng trung tröïc :  

 Maët phaúng trung tröïc cuûa moät ñoïan thaúng laø maët phaúng qua trung 
ñieåm cuûa ñoïan thaúng naøy vaø vuoâng goùc vôùi ñoïan thaúng ñoù .  

 Maët phaúng trung tröïc cuûa ñoïan thaúng AB laø taäp hôïp caùc ñieåm caùch 
ñeàu hai ñieåm A , B 

 
     
     
      
 
 
 
 
 
 
 
7 . Truïc cuûa moät ñöôøng troøn :  

 Truïc cuûa ñöôøng troøn laø ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng chöùa ñöôøng troøn taïi taâm cuûa ñöôøng 
troøn ñoù  

 Truïc cuûa ñöôøng troøn (ABC) laø taäp hôïp caùc ñieåm caùch ñeàu ba ñieåm A , B , C .  

B . Giaûi toùan .  
Daïng toùan 1 : Chöùng minh moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi moät maët phaúng . 

 Ta chæ caàn chöùng minh ñöôøng thaúng naøy vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng caét nhau vaø naèm trong  
       maët phaúng aáy . 

  Ví duï 1 : Cho hình choùp S.ABCD , ñaùy laø hình thoi coù taâm laø O vaø SA = SC ; SB = SD .  
  Chöùng minh raèng SO vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABCD) vaø AC vuoâng goùc vôùi maët phaúng (SBD) .  

Giaûi :         
\Ta coù :  ( tam giaùc SAC caân , trung tuyeán SO cuõng laø 
ñöôøng cao) 

(1)SO AC⊥

(2)SO BD⊥  ( Tam giaùc SBD caân , trung tuyeán SO cuõng laø 
ñöôøng cao) 

( 1 ) vaø ( 2 ) cho : .             (SO ABCD⊥ )
Ta cuõng coù :   ( ñöôøng cheùo cuûa hình thoi)                                                                                          
( 1 ) vaø ( 3 ) cho : 

(3)BD AC⊥
( )AC SBD⊥  

P

A

M

B

d

A

B C

a'
A

P
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  Ví duï 2 : Cho töù dieän ABCD coù : ;AB CD AC BD⊥ ⊥ . Chöùng minh raèng chaân ñöôøng vuoâng goùc veõ töø    
  A xuoáng maët phaúng  ( BCD ) laø tröïc taâm cuûa tam giaùc BCD . 

Giaûi :  
Veõ AH ( ) ; ( )BCD H mp BCD⊥ ∈ , ta coù : 
AH                                                                                                 
( 1 ) vaø ( 2 ) cho :  CD  .  

S

(1); (2) ( )CD AB CD gt⊥ ⊥
( )ABH CD BH⊥ ⇒ ⊥

Töông töï : . Vaây H laø tröïc taâm cuûa tam giaùc BCD .  BD CH⊥

 CA  Ví duï 3 : Cho töù dieän ABCD coù : ABC vaø DBC laø caùc tam giaùc  
H

  ñeàu caïnh baèng a ,           AD = 
6

2
a

 .  
B

  Chöùng minh raèng AI vuoâng goùc vôùi maët phaúng (BCD) , I laø trung    
  ñieåm cuûa BC .  

Giaûi :   
A

3(1) ;
2

aAI BC AI DI⊥ = =Ta coù :    ( ñöôøng cao  tam giaùc ñeàu )  . 

Trong tam giaùc ADI ta coù : 
2

2 2 2 6
4
aAI DI AD+ = = . Vaäy tam giaùc 

ADI vuoâng taïi I hay 
DB

(2)AI DI⊥ .                   
( 1 ) vaø ( 2 ) cho  : AI vuoâng goùc vôùi maët phaúng (BCD) .  I

 C
 
Daïng toùan 2 : Chöng minh moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng   

 Ta chæ caàn chöùng minh ñöôøng thaúng naøy vuoâng goùc vôùi moät maët phaûng chöùa ñöôøng thaúng kia . 

  Ví duï 1 : Cho hình choùp S.ABCD , ñaùy laø hình vuoâng . SA vuoâng goùc vôùi ABCD .            
  a) Chöùng minh raèng BD vuoâng goùc vôùi SC .                                                                              
  b) AH laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc SAB , chöùng minh raèng AH vuoâng goùc vôùi BC .  

Giaûi :   
a) Ta coù :   

   

( ( )

( )

SA BD do SA ABCD
AC BD
Suy ra BD SAC BD SC

⊥ ⊥
⊥

⊥ ⇒ ⊥

  

: ( ) (

BC SA
BC AB
Suy ra BC SAB BC AH AB

⊥
⊥

⊥ ⇒ ⊥ ⊂
 

 

Ví duï 2 : Cho töù dieän ABCD coù : AB vuoâng goùc vôùi maët phaúng (BCD) . Goïi H vaø K laàn löôït laø tröïc taâm  

b) Ta coù :  

)S

 
  
  cuûa tam giaùc BCD vaø ACD .  Chöùng minh raèng HK vuoâng goùc vôùi CD .  

Giaûi :   Ta coù :   

S

H

A D

B C
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( (

: ( )

)AB CD⊥ do AB BCD
BH CD
Suy ra CD ABH

⊥
⊥

⊥
 

Goïi E  laø giao ñieåm cuûa CD vaø maët phaúng (ABH) , ta coù : CD vuoâng 
 

Ví duï 3 : Cho töù dieän OABC coù : caùc caïnh OA , OB , OC ñoâi moät    

giaùc ABC coù ba goùc nhoïn .                                                              

   Chöùng minh raèng :    

⊥
⊥

 

Goïi E  laø giao ñieåm cuûa CD vaø maët phaúng (ABH) , ta coù : CD vuoâng 
 

Ví duï 3 : Cho töù dieän OABC coù : caùc caïnh OA , OB , OC ñoâi moät    

giaùc ABC coù ba goùc nhoïn .                                                              

   Chöùng minh raèng :    

A

goùc vôùi AE hay AE laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc ACD . Vaäy K thuoäc AE
, do ñoù HK naèm trong maët phaúng (ABE) . Maø CD vuoâng goùc vôùi  
(ABE) neân CD vuoâng goùc vôùi HK . 

goùc vôùi AE hay AE laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc ACD . Vaäy K thuoäc AE
, do ñoù HK naèm trong maët phaúng (ABE) . Maø CD vuoâng goùc vôùi  
(ABE) neân CD vuoâng goùc vôùi HK . 

  
    
  vuoâng goùc .                       vuoâng goùc .                     
  a) Chöùng minh raèng tam   a) Chöùng minh raèng tam 
  b) Veõ OH vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC) , ( H thuoäc maët phaúng (ABC) ) .   b) Veõ OH vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC) , ( H thuoäc maët phaúng (ABC) ) . 

2 2 2 2OH OA OB OC
= + +  . 

Giaûi :    
  BC2 = OB2 + OC2 .   

C cho :  

  

n

1 1 1 1

a)Ta coù :
                 CA2 = OC2 + OA2 .  
                 AB2 = OA2 + OB2 .  
Ñònh lyù cosin trong tam giaùc AB
 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

cos
2 .

2 .

0
.

AC AB BCBAC
AB AC

OA OC OA OB OB OC
AB AC

OA
AB AC

+ −
=

+ + + − −
=

= >

 

Vaäy goùc BAC nhoïn . Töông töï : goùc ABC , goùc ACB nhoïn . Do ñoù , ba goùc cuûa tam giaùc ABC nhoïn .  

doOH ABC⊥  . ( 1 ) vaø ( 2 ) cho : BC 
b)Ta coù : ( ) ( ; )OA OBC doOA OB OA OC OA BC⊥ ⊥ ⊥ ⇒ ⊥  ( 1 ) . Maø 

(2) ( ( ) )OH BC⊥ ⊥ (AO ao ñæeâm cuûa BC vaø maët 
phaúng (AOH) , ta coù : OE , AE laàn                      

H) .  Goïi E laø gi
 löôït laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc OBC vaø tam giaùc ABC .                          

Tam giaùc vuoâng OBC cho : 2 2 2OE OB OC

Tam giaùc AOE vuoâng taïi O vaø coù ñöôøng cao laø AH cho :  

1 1 1
= +  . 

2 2

1 1 1
OH OA OE

= + 2  .             

Vaäy : 2 2 2 2OH OA OB OC
= + +  .  

Daïng toùan 3 : Söû duïng ñònh lyù ba ñöôøng vuoâng goùc . 
i ñöôøng thaúng vuoâng goùc .  

  Ví aët phaúng (ABCD) .  

1 1 1 1

 Ta coù theå söû duïng ñònh lyù naøy ñeå chöùng minh ha

 duï 1 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng vaø SA vuoâng goùc vôùi m
  Chöùng minh : tam giaùc SBC vaø tam giaùc SOD laø nhöõng tam giaùc vuoâng .  ( O laø taâm cuaû hình vuoâng )  

 Giaûi :   

C

DK

B
H E

A

H

BO

E
C
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B C

S

A

O

D

Ta coù: AB laø hình chieáu cuûa SB xuoáng maët phaúng (ABCD) , maø BC 
vuoâng goùc vôùi AB neân BC vuoâng goùc vôùi SB . Vaäy tam giaùc SBC vuoâng 
taïi B . 
Töông töï : AO laø hình chieáu cuûa SO xuoáng maët phaúng (ABCD) , maø BD 
vuoâng goùc vôùi AO neân BD vuoâng goùc vôùi SO . Vaäy tam giaùc SOD vuoâng 
taïi O . 
 
  Ví duï 2 : Cho ba tia Ox , Oy , Oz khoâng cuøng naèm trong moät maët  
  phaúng vaø ñoâi moät taïo vôùi nhau moät goùc baèng 60o . A thuoäc Oz va øOA  
  = a .                                                                    
   a) Chöùng minh raèng hình chieáu cuûa Oz xuoáng maët phaúng (Oxy) laø phaân giaùc cuûa goùc xOy                                              
   b) A’ laø hình chieáu cuûa A xuoáng maët phaúng (Oxy) , tính ñoïan AA’.   

Giaûi :  
a) Veõ   

   
' ( ) ; ' ; '

: ;
AA Oxy A H Ox A I Oy
Suy ra AH Ox AI Oy

⊥ ⊥
⊥ ⊥

⊥
    

( ñònh lyù ba ñöôøng vuoâng goùc ) . Tam giaùc AOH vaø tam giaùc AOI laø nöûa tam 

giaùc ñeàu : 
3 ;

2 2
a aAH AI OH OI= = = = .  

Suy ra : hai tam giaùc vuoâng AA’H vaø AA’I baèng nhau ( tam gíac vuoâng coù 
caïnh huyeàn vaø moät caïnh goùc vuoâng baèng nhau)   Do ñoù : A’I = A’H .  
Vaäy OA’ laø ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc xOy , nghóa laø hình chieáu cuûa Oz  
xuoáng (Oxy) laø phaân giaùc cuûa goùc (Oxy) .  

b)Tam giaùc OA’H vaø tam giaùc OA’I laø nöûa tam giaùc ñeàu ( tam giaùc vuoâng coù moät goùc baèng 30o-) . Suy ra :  
' 3 2'
2 3 3

OA OH aOH OA= ⇔ = =  .                                             

Tam giaùc vuoâng OAA’cho : 
2 2

2 2 2 2 6' '
3 3 3
a a aAA OA OA a= − = − = =   

Daïng toùan 4 : Tính goùc cuûa moät ñöôøng thaúng d vaø  maët phaúng (P).   
 Ta phaûi xaùc ñònh ñöôøng vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P), hình chieáu d’ cuûa d xuoâng (P) . 

  Ví duï 1 : Cho töù dieän ABCD coù : BCD laø tam giaùc ñeàu caïnh baèng a , AB vuoâng goùc vôùi (BCD) vaø AB =   
  2a .   
  a) Tính goùc cuûa CM vôùi maët phaúng (BCD) , M laø trung dieåm cuûa AD .                                
  b) Tính goùc cuûa AI vôùi maët phaúng (ABC) , I laø trung ñieåm cuûa BD . 

Giaûi : 
 a)Ta coù : MI song song vôùi AB , do ñoù : 

1( );
2

MI BCD MI AB⊥ = a=  . Do ñoù CI laø hình chieáu cuûa CM 

xuoáng maët phaúng (BCD) . Vaäy : nMCI  laø goùc cuûa ñöôøng thaúng CM 
vôùi maët phaúng (BCD) . Tam giaùc vuoâng MCI coù: 

n3 2 2;
2 33

a MI aCI tgMCI
CI a

= = = = n 49 6 'oMCI =3
 .  Vaäy  

z

y

A

x

O
H

I
A'

A

B D
N

M

C

I
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( )BC N BC⊥ ∈ ( ( ))IN AB do AB BCD⊥ ⊥b) Veõ IN  maø  neân : IN vuoâng goùc vôùi (ABC) . 
 Suy ra AN laø hình chieáu cuûa AI xuoáng maët phaúng (ABC) vaø goùc IAN laø goùc cuûa ñöôøng thaúng AI vôùi maët 
phaúng (ABC) .  

3 3 1;
2 4 2 4

BI aIN BN BI= = = =
a

.  Tam giaùc IBN laø nöûa tam giaùc ñeàu : 

n
2 2

3
174

IN aIAN
AN AB BN

= = =
+

3 oTam giaùc vuoâng AIN cho : tg .  Vaäy goùc IAN baèng 22 46’.  

  Ví duï 2 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng a , SI vuoâng goùc vôùi (ABCD) vaø   
  SAB laø tam giaùc ñeàu ( I laø trung ñieåm cuûa AB ) .                                                                        
   a) Chöùng minh raèng SC vaø SD taïo vôùi maëït phaúng (SAB) hai goùc baèng nhau .                      
   b) Tính goùc cuûa ñöôøng thaúng CM vôùi maët phaúng (SAB) ( M laø trung ñieåm cuûa SD ) . 

Giaûi :   
a) Ta coù : AD AB (1) (ABCD laø hình vuoâng)    ⊥
AD SI (2) ( do SI vuoâng goùc vôùi (ABCD). ⊥
(1) vaø (2) cho : AD ⊥  .  ( )SAB
Suy ra : SA laø hình chieáu cuûa SD xuoáng maët phaúng (SAB) vaø 
goùc DSA laø goùc cuûa ñöôøng thaúng SD vaø maët phaúng (SAB)  
 Ta laïi coù : tam giaùc SAD vuoâng caân neân goùc DSA baèng 45o- . 
Töông töï : goùc cuûa ñöôøng thaúng SC vôùi maët phaúng (SAB) laø goùc CSB 
cuõng baèng 45o .                                                
Vaäy SC vaø SD taïo vôùi maët phaúng (SAB) hai goùc baèng nhau ( cuøng  
baèng 45o) . 

b) Hình chieáu cuûa ñieåm C xuoáng maët phaúng (SAB) laø ñieåm B .  
Hình chieáu cuûa ñieåm M xuoáng maët phaúng (SAB) laø ñieåm N , trung ñieåm cuûa SA ( vì MN song song vôùi 
AD neân cuõng vuoâng goùc vôùi (SAB)) .  
Vaäy goùc cuûa CM vôùi (SAB) laø goùc cuûa hai ñöôøng thaúng CM vaø BN .  
Goïi K laø trung ñieåm cuûa BC , ta coù MN song song vaø baèng BK neân MK song song vôùi BN .  
Do ñoù : goùc ( CM , BN ) = goùc CMK .  

Tam giaùc vuoâng CMK coù : 
3 ;

2 2
a aMK BN CK= = =  neân laø nöûa tam giaùc ñeàu . Vaäy : .  n 30oCMK =

Toùm laïi , goùc cuûa döôøng thaúng CM vôùi maët phaúng (SAB) baèng 30o .  

Daïng toùan 5 : Xaùc ñònh thieát dieän cuûa maët phaúng (P) vôùi moät hình choùp ( hay moät hình laêng truï ) 
trong ñoù (P) vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng d .  

 Ta thöôøng tìm moät ñöôøng thaúng a thuoäc moät maët cuûa hình choùp vaø a vuoâng goùc vôùi d : khi ñoù a  
      song song vôùi (P) vaø giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët naøy laø moät ñöôøng song song vôùi a .  

  Ví duï 1 : Cho töù dieän ABCD coù : BCD laø tam giaùc ñeàu caïnh baèng a , AB vuoâng goùc vôùi (BCD) vaø AB =  
  b . G vaø O laàn löôït laø troïng taâm cuûa caùc tam giaùc ABC vaø BCD . (P) laø maër phaúng qua G vaø vuoâng goùc    
  vôùi BO .  

  Xaùc ñònh thieát dieän cuûa (P) vaø töù dieän vaø tính dieän tích cuûa thieát dieän naøy . 

Giaûi :   
• Ta coù AB vuoâng goùc vôùi BO neân AB song song vôùi (P) , Suy ra : giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët 

(ABC) laø ñoïan MN qua G vaø song song vôùi AB .  

S

B

A D

C
N

M

K
I
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Töông töï , CD vuoâng goùc vôùi BO neân song song vôùi (P) : giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët (BCD) laø ñoïan MR 
song song vôùi CD ; giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët (ACD) laø ñoïan NQ song song vôùi CD ; giao tuyeán cuûa (P) 
vôùi maët (ABD) laø ñoïan QR song song vôùi AB .  
Vaäy thieát dieän MNQR laø hình bình haønh .  
Maø AB vuoâng goùc vôùi CD ( vì AB vuoâng goùc vôùi (BCD) neân MN vuoâng 
goùc vôùi MR . Vaäy thieát dieän laø moät hình chöõ nhaät . 

• Ta laïi coù : 
2 2
3 3

2
3

MN CM CG bMN AB
AB CB CI

= = = ⇒ = =  ( I laø 

trung ñieåm cuûa AB ) .  

Töông töï : 
1 1
3 3 3

MR BM IG aMR CD
CD BC IC

= = = ⇒ = =  .                                                     

Suy ra :  

A

  

2 2. .
3 3 9MNQR
b a abS MN MR= = =  . 

  Ví duï 2 : Cho hình laêng truï ABC.A’B’C’ coù ABC laø tam giaùc vuoâng caân  ( AB = AC = a ) ; AA’ vuoâng  
  goùc vôùi (ABC) vaø AA’ = a . (P) laø maët phaúng qua trung ñieåm M cuûa BC vaø vuoâng goùc vôùi AB’ .  
  Xaùc ñònh thieát dieän cuûa (P) vaø hình laêng truï .  Tính dieän tích cuûa thieát dieän naøy .  

Giaûi :                                                     
Ta coù :  

• .  ( ' ') '
'

AC AB
AC ABB A AC AB

AC AA
⊥⎧

⇒ ⊥ ⇒ ⊥⎨ ⊥⎩
Suy ra AC song song vôùi (P) .Do ñoù : giao tuyeán cuûa (P) vaø maët (ABC) laø 
ñoïan MN song song vôùi AC ( N laø trung ñieåm cuûa AB ) .  
Töông töï , BA’ song song vôùi (P) ( vì BA’ vuoâng goùc vôùi AB’ ) neân giao 
tuyeán cuûa (P) vôùi maët (ABB’A’) laø ñoïan NQ song song vôùi BA’ ( Q laø 
trung ñieåm cuûa AA’) . Giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët (ACC’A’) laø ñoïan QR 
song song vôùi AC . Giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët (BCC’B’) laø ñoïan MR . 
Vaäy MNQR laø hình thang .                      
Maø MN vuoâng goùc vôùi (ABB’A’) neân MN vuoâng goùc vôùi NQ ( Vì MN song song vôùi AC vaø AC vuoâng 
goùc vôùi(ABB’A’) ) .                                                  
 Do ñoù :  thieát dieän cuûa (P) vôùi hình laêng truï ABC,A’B’C’ laø moät hình thang vuoâng .  

• Ta cuõng coù :  

2

1 1 2; ' ; .
2 2 2 2

2 2 3 2. .
2 4 2 8MNQR

a aMN AC NQ BA QR AC a

MN NQ a a a aS NQ

= = = = = =

+ +
= = =

 

Daïng toùan 6 : Ñònh taâm vaø baùn kính maët caàu qua caùc ñænh cuûa hình choùp . 
Caùch 1 : Ta chöùng minh caùc ñænh cuûa hình choùp nhìn moät ñoïan thaúng döôùi moät goùc vuoâng  khi ñoù taâm cuûa  
maët caàu laø trung ñieåm cuûa ñoïan thaúng vaø baùn kính baèng nöûa ñoïan thaúng ñoù . 

Caùch 2 : Goïi O laø taâm maët caàu qua caùc ñænh cuûa  hình choùp S.ABCD , ta coù : 

 OA = OB = OC = OD ⇔ O thuoäc truïc d cuûa ñöôøng troøn (ABCD) .    

 OA = OS O thuoäc maët phaúng trung tröïc (P) cuûa ñoïan SA .  ⇔

Vaäy O laø giao ñieåm cuûa d vaø (P) .  

B

C

D

I
N

Q

M
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O

A C

B

A'

B'

C'

N M
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  Ví duï 1 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình chöõ nhaät ( AB = a ; AD = 2a ) SA vuoâng goùc vôùi  
  (ABCD) vaø SA = b . Ñònh taâm vaø tính baùn kính maët caàu ngoïai tieáp hình choùp  S.ABCD .  

Giaûi :  
• Ta coù : AB laø hình chieáu cuûa SB xuoáng (ABCD) maø AB vuoâng 

goùc vôùi BC neân SB vuoâng goùc vôùi BC . Töông töï : SD vuoâng 
goùc vôùi CD .  

Vaäy : n n n 90oSAC SBC SDC= = = . Maët caàu ñöôøng kính SC laø maët caàu 
ngoïai tieáp hình choùp S.ABCD .  

• Ta coù : 
2 2 2 2 2 2 5SC SA AC SA AB AD b a= + = + + = + 2

( ) ( ; )
( ) ( ) (1)

(2)
(1) , (2) : ( )

AD SAB do AD AB AD SI
MJ SAB do MJ AD MJ SA

BM SA
cho SA BMJ

⊥ ⊥ ⊥ ⇒
⊥ ⇒ ⊥

⊥
⊥

&

aàu 

O d∈
( )O BMJ⇔ ∈

 .  
      Vaäy taâm cuûa maët caàu ngoïai tieáp hình choùp laø trung ñieåm cuûa  
SC vaø baùn kính maët caàu baèng nöûa SC .  

  Ví duï 2 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng a , SI vuoâng goùc vôùi (ABCD) vaø  
  SAB laø tam giaùc ñeàu ( I laø trung ñieåm cuûa AB ) . Ñònh taâm vaø tính baùn kính cuûa maët caàu qua naêm ñænh S   
  , A , B , C , D . 

Giaûi :   
Goïi K laø taâm hình vuoâng ABCD vaø d qua K vaø vuoâng goùc vôùi 
(ABCD)  ( d song song vôùi SI ) : d chính laø truïc cuûa ñöôøng troøn 
(ABCD) .  
Goïi M laø trung ñieåm cuûa SA vaø veõ MJ song song vôùi AD , ta coù :  

 

Vaäy (BMJ) laø maët phaúng trung tröïc cuûa SA .  Goïi O laø taâm maët c
qua S , A , B , C , D , ta coù :  

• OA = OB = OC = OD ⇔   
• OA = OS   .  

Vaäy O laø giao ñieåm cuûa d vaø (BMJ) . 

* Xaùc ñònh O : Maët phaúng (BMJ) caét SI taïi G laø taâm cuõng laø troïng taâm ) cuûa tam giaùc SAB . Maø MJ song 
song vôùi IK ( cuøng song song vôùi AD ) neân maët phaúng (BMJ) caét maët phaúng  ( SI , d ) theo giao tuyeán Gx 
song song vôùi IK . Giao dieåm cuûa Gx vôùi d chính laø taâm O .  
* Tính baùn kính R = OA :  Tam giaùc vuoâng OAK cho : OA2 = OK2 + KA2 . 

2 2 2
2

1 3 1 2;
3 6 2 2

3 2 21 21
36 4 36 6

a aOK GI SI KA AC

a a a aOA R OA

= = = = =

= + = ⇒ = =

 

Caùch khaùcù : Sau  khi ñaõ xaùc ñònh O thuoäc d , ta coøn coù theå xaùc ñònh O vaø tính baùn kính theo caùch sau :  
Ñaët KO = x ( O vaø S naèm cuøng beân ñoái vôùi (ABCD) ) , ta coù :                        

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

2 3( ) ; ' ' ( ) (
2 2

2 3 33
4 4 4 6

a aOA OK KA x OS OG SG x

a a a aOA OS x x ax x

= + = + = + = + −

= ⇔ + = + + − ⇔ =

2)
2

a

  

S

B

DA

C

d

x

A D

C

S

M

I

BG
J

O
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.

( OG’ song song vôùi IK )  
Ta ñònh ñöôïc taâm O vaø tính ñöôïc baùn kính R .  

C . Baøi taäp reøn luyeän .  
3.10 . Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình thang vuoâng taïi A vaø B ( AB =BC = a ;  
AD = 2a ) ; SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) . Chöùng minh : CD vuoâng goùc vôùi (SAC) . 

3.11 . Cho töù dieän ABCD coù : AB = AC  ;  DB = DC . I laø trung ñieåm cuûa BC .                        
( )BC AID⊥ a) Chöùng minh raèng :                                                                                         

 b) AH laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc AID , chöùng minh raèng AH vuoâng goùc vôùi BD .  

3.12 . Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình chöõ nhaät  ; tam giaùc SBC vuoâng taïi Bvaø tam giaùc SCD  
vuoâng taïi D . Chöùng minh raèng SA vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABCD) .  

3.13 . Cho töù dieän ABCD coù : AB vuoâng goùc vôùi maët phaúng (BCD) ; BCD laø tam giaùc vuoâng taïi C vaø BC  
= a ; CD = 2a . H laø ñieåm treân caïnh BD vôùi BH = x . Ñònh x ñeå AD vuoâng goùc vôùi CH . 

3.14 . Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng a ; SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) vaø SA = 
a .                                                                                                                    
a) Tính goùc cuûa SB vôùi maët phaúng (SAC) .                                                                               
b) Tính goùc cuûa CA vôùi maët phaúng (SCD) vaø goùc cuûa DB vôùi maët phaúng (SDC) . 

3.15 . Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình thang vuoâng taïi A vaø D ( AB = AD = a ; BC = 2a ) ; SD 
vuoâng goùc vôùi (ABCD) . Töø trung dieåm E cuûa CD , veõ EK vuoâng goùc vôùi SC    ( K thuoäc SC )                                          
a) Chöùng minh raèng SC vuoâng goùc vôùi maët phaúng (EBK) .                                                         
b) Chöùng minh raèng 6 ñieåm S , A , B , D , E , K naèm treân moät maët caàu .  

3.16* . Cho hai hình chöõ nhaät ABCD vaø ABEF khoâng cuøng naèm trong moät maët phaúng( AB = a ; AD = AF 
= 2a  ) vaø hai ñöôøng cheùo AC , BF vuoâng goùc vôùi nhau .  
a) Tính ñoïan CE . 
b) M laø trung ñieåm cuûa BE vaø  (P) laø maët phaúng qua M , vuoâng goùc vôùi AC . Xaùc ñònh thieát dieän cuûa (P)  
vôùi hình laêng truï ADF.BCE .  

3.17. Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình chöõ nhaät ; SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) ; BC = a ; SC taïo 
vôùi (SAB) moät goùc α β vaø SC taïo vôùi (ABCD) moät goùc  . Chöùng minh raèng :  

cos( )cos( )
sin

a
AB

α β α β
α

+ −
=  

3.18 . Trong maët phaúng (P) cho nöûa ñöôøng troøn ( C )  ñöôøng kính AC = a . B laø moät ñieåm thuoäc ( C ) vaø BC 
= x . Treân tia Ax vu6ng goùc vôùi (P) laáy ñieåm S sao cho : AS = a .  
Goïi H , K laàn löôït laø chaân ñöôøng vuoâng goùc veõ töø A xuoáng SB , SC . 
a) Chöng minh raèng caùc tam giaùc SBC vaø AHK laø tam giaùc vuoâng     
b) Chöùng minh raèng töù giaùc BCKH noäi tieáp ñöôïc . Tính  ñoä daøi HK theo a vaø x .                                                                 

3.19 . Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng a ; SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) vaø SA = 
a . I thuoäc SC vaø 4SI = SC . (P) laø maët phaúng qua I vaø vuoâng goùc vôùi AC . Ñònh thieát dieän cuûa (P) vaø hình  
choùp . Tính dieän tích cuûa thieát dieän naøy .  

B C

S

A D

D . Höôùng daãn – Ñaùp soá .  
3.10 .  CD vuoâng goùc vôùi SA ; CD vuoâng goùc vôùi AC .  

3.11 . a) BC vuoâng goùc vôùi AI ; BC vuoâng goùc vôùi DI . 
b) AH vuoâng goùc vôùi BC ; AH vuoâng goùc vôùi DI . 



Chương 3..Quan hệ vuông góc trong không gian 

www.saosangcong.com.vn 

18

18

Suy ra : AH vuoâng goùc vôùi (BCD) . D o ñoù AH vuoâng goùc vôùi BD . 

3.12 . BC vuoâng goùc vôùi (SAB) . Suy ra :  BC vuoâng gocù vôùi SA . Töông töï CD vuoâng goùc vôùi SA . Vaäy 
SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.13 . BD laø hình chieáu cuûa AD xuoáng maët phaúng (BCD) . Do ñoù : CH vuoâng goùc vôùi AD khi vaø chæ khi 
CH vuoâng goùc vôùi BD . Tam giaùc vuoâng CBD coù ñöôøng cao laø CH cho : 

BH.BD = BC2 hay 
2 2 5

55
BC a ax BH
BD a

= = = =  

3.14 . a) BD vuoâng goùc vôùi (SAC) . SO laø hình chieáu cuûa SB xuoáng ( SAC) 
. Goùc BSO laø goùc cuûa SB vôùi (SAC) .  n 30oBSO =
 b) CD vuoâng goùc vôùi (SAD) . Veõ AH vuoâng goùc vôùi SD  
( H laø trung ñieåm cuûa SD ) , AH vuoâng goùc vôùi (SCD) vaø CH laø hình chieáu 
cuûa AC xuoáng (SCD) . Goùc ACH laø goùc cuûa AC vôùi (SCD) . n 30oACH =  
Veõ OK vuoâng goùc vôùi (SCD) ( OK song song vaø baèng nöûa AH ) . DK laø 
hình chieáu cuûa BD xuoáng (SCD) . Goùc ODK laø goùc cuûa BD vôùi (SCD) .  
n 30oODK =  

3.15 . a) ABED laø hình vuoâng . BE vuoâng goùc vôùi (SDC) . SC vuoâng goùc vôùi 
EB vaø EK .  
b) Caùc goùc : SAB , SDB , SEB , SKB laø goùc vuoâng neân 6 ñieåm S , B , A , D ,  
E , K naèm treân maët caàu ñöôøng kính SB . 

3.16 .a) AB vuoâng goùc (ADF) ( do AD vuoâng goùc vôùi AD , AF ) . Veõ FI 
vuoâng goùc vôùi AD ( I thuoäc AD ) , FI vuoâng goùc vôùi (ABCD) . BI laø hình 
chieáu cuûa BF xuoáng (ABCD) neân BI vuoâng goùc vôùi AC .  
Hai tam giaùc vuoâng ABI vaø BCA ñoàng daïng : 

2 2 2
22

AI AB AB a aAI
AB BC BC a

= ⇔ = = =

NKLO . 

. 

 Vaäy I laø trung ñieåm cuûa AD . Tam giaùc AFD caân ñænh F . Do ñoù : FD = AF =  
a . Do ñoù : CE = FD = a .  

b) (P) song song vôùi (BFI) ( vì cuøng vuoâng goùc vôùi  
AC ) . Do ñoù : (P) caét  (BEC) theo MN ( N laø trung ñieåm cuûa BJ vôùi J laø trung 
ñieåm cuûa BC ) ; (P) caét (ABCD) theo NK (K laø trung ñieåm cuûa ID) .(P) caét 
(ADF) theo KL   ( L laø trung ñieåm cuûa DF ) . (P) caét (CDFE) theo LO    ( O laø 
trung ñieåm cuûa EF ) . (P) caét  (ABEF) theo MO . Thieát dieän laø hình nguõ giaùc M

K

S

A

B

D

H

C
O

K

A B

C

S

K
D E

B

A

C

E

F

D

M

O

JN

L
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n n

2 2 2
2 2 2

2

2

2

3.17. ;
cos;

sin sin
(cos sin )

sin
(cos 2 cos 2 )

2sin
cos( )cos( )

sin

BSC ASC
a aSC AC

aAB AC BC

a

a
AB

α β
β

α α
β α
α

α β
α

α β α β
α

= =

= =

−
= − =

+
=

+ −
=

S

 A D

3.18 . a) AB laø hình chieáu cuûa SB xuoáng (P) , AB vuoâng goùc vôùi BC neân BC vuoâng goùc vôùi SB . Tam giaùc 
SBC vuoâng taïi B  
AH vuoâng goùc vôùi (SBC)  ( vì AH vuoâng goùc vôùi SB vaø BC ) . Suy ra : tam giaùc AHK vuoâng taïi H . 
b) SC vuoâng goùc vôùi (AHK) ( vì SC vuoâng goùc   vôùi AH , AK ) . suy ra SC vuoâng goùc vôùi HK . Töù giaùc 
BCKH noäi tieáp ñöôïc vì coù hai goùc CKH , CBH vuoâng . 
 Tam giaùc vuoâng AHK coù : HK2 = AK2—AH2 maø :    

 

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2

2 ; . .
2 2

. ( )

2 ( )
4 2 2(2 )

2(2 )

AC aAK AH SB AS AB

AS AB a a xAH
SB a a x

a a a x a xHK
a x a x

axHK
a x

= = =

−
⇔ = = ⇒

+ −
−

= − =
− −

=
−

 

3.19 . SA song song vôùi (P) neân (P) caét (SAC) theo IH song song  vôùi SA ( H laø trung ñieåm cuûa AO , O laø 
taâm hình vuoâng ) ; (P) caét (ABCD) theo MR song song vôùi BD ; (P) caét (SAB) theo MNsong song vôùi SA ; 
(P) caét (SAD) theo RQ song song vôùi  SA .  
Thieát dieän laø hình nguõ giaùc MNIQR goàm hai hình thang vuoâng baèng 
nhau . 

  
2

2

.
2
3

2 5 22 4 . ;
2 2 16

5 22
8

MNIH

MNIQR MNIH

MN IHS MH

a a
a a

aS S

+
=

+
= =

= =

 

                           
 

§4. Maët phaúng vuoâng goùc . 
A . Toùm taêt giaùo khoa . 
1 . Goùc giöõa hai maët phaúng : Goùc giöõa hai maët phaúng laø goùc giöõa hai ñöôøng thaúng laàn löôït vuoâng goùc vôùi 
hai maët phaúng ñoù. Nhö theá goùc giöõa hai maët phaúng song song seõ baèng 0 .  

B C

S

K

H CA

B

B C

D

S

N

I Q

A

M

R

H
O
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Caùch xaùc ñònh goùc giöõa hai maët phaúng : Töø moät ñieåm treân giao tuyeán cuûa hai maët phaúng , ta veõ hai 
ñöôøng thaúng laàn löôït naèm trong hai maët phaúng vaø cuøng vuoâng goùc vôùi giao tuyeán naøy . Goùc cuûa hai ñöôøng 
thaúng naøy chính laø goùc cuûa hai maët phaúng . 

               

n n( ); ( ) ( )
( , ) ( , )

( );
a P a d P Q

a b P Q
b Q b d

⊂ ⊥ = ⎫
⇒ =⎬⊂ ⊥ ⎭

∩

 
2. Ñònh lyù veà dieän tích hình chieáu :    
  S’ = S cos α   

• S laø dieän tích ña giaùc ( H ) 
• S’ laø dieän tích ña giaùc ( H’ ) , hình chieáu cuûa ña giaùc ( H ) 

xuoáng maët phaúng ( P ) .                                                                                                      
• α  laø goùc giöõa maët phaúng chöùa ña giaùc ( H ) vaø maët phaúng ( P ) 

2 . Maët phaúng vuoâng goùc . 
a) Ñònh nghóa : Hai maët phaúng goïi laø vuoâng goùc  
khi goùc cuûa chuùng baèng 90o .  

b) Ñieàu kieän ñeå hai maët phaúng vuoâng goùc . 
Ñònh lyù : Hai maët phaúng vuoâng goùc vôùi nhau khi 
vaø chæ khi maët phaúng naøy chöùa moät ñöôøng thaúng  
vuoâng goùc vôùi maët phaúng kia . 

Heä quaû 1 : Coù hai maët phaúng vuoâng goùc . Neáu töø 
moät ñieåm trong maët phaúng thöù nhaát ta veõ moät 
ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng thöù hai thì 
ñöôøng thaúng naøy seõ hoøan toøan naèm trong maët phaúng thöù nhaát .  
                                      

 

( ) ( )
( ); ( )

( )

P Q
A P A a a P

a Q

⊥ ⎫
⎪∈ ∈ ⇒ ⊂⎬
⎪⊥ ⎭

 

    
 
 
                                                                                                                                                                                                   
Heä quaû 2 : Coù hai maët phaúng vuoâng goùc . Neáu moät ñöôøng thaúng naèm trong maët naøy vaø vuoâng goùc vôùi giao 
tuyeán thì noù seõ vuoâng goùc vôùi maët phaúng kia . 

                                       

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

P Q
a P a Q

a d P Q

⊥ ⎫
⎪⊂ ⇒ ⊥⎬
⎪⊥ = ⎭∩

  

Heä quaû 3 : Neáu hai maët phaúng cuøng vuoâng goùc vôùi moät maët phaúng thöù ba thì giao tuyeán cuûa chuùng seõ 
vuoâng goùc vôùi maët phaúng naøy . 

                                              

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

Q P
R P d

Q R d

⊥ ⎫
⎪⊥ ⇒ ⊥⎬
⎪= ⎭∩

P  

Heä quaû 4 : Qua moät ñöôøng thaúng a khoâng vuoâng goùc vôùi (P) , coù vaø chæ coù moät maët phaúng (Q) vuoâng goùc 
vôùi (P) . 
 
3 Hình laêng truï ñöùng . Hình hoäp chöõ nhaät . Hình laäp phöông .  

d

b

a

d
a

bQ

P O P

Q

a

d

P

Q

A

P

Q R

(H)

(H')

P
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a) Hình laêng truï ñöùng laø hình laêng truï coù caïnh beân vuoâng goùc vôùi ñaùy . 
Hình laêng truï ñeàu laø hình laêng truï ñöùng coù ñaùy laø moät ña giaùc ñeàu . ( ví duï : hình laêng truï tam giaùc ñeàu 
laø hình laêng truï ñöùng coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu ) 
 
b) Hình hoäp ñöùng laø hình laêng truï ñöùng coù ñaùy laø moät hình bình haønh .  
Hình hoäp chöõ nhaät laø hình hoäp ñöùng coù ñaùy laø hình chöõ nhaät : taát caû caùc maët cuûa hình hoäp chöõ nhaät ñeàu 
laø hình chöõ nhaät . 
Hình laäp phöông laø hình hoäp chöõ nhaät coù ñaùy laø hình vuoâng : taát caû caùc maët cuûa hình laäp phöông ñeàu laø 
hình vuoâng . 
      

 
 
  4 . Hình choùp ñeàu . Hình choùp cuït ñeàu . 
a) Hình choùp ñeàu laø hình choùp coù ñaùy laø ña giaùc ñeàu vaø taát caû caïnh beân baèng nhau : chaân ñöôøng cao cuûa  
hình choùp ñeàu laø taâm cuûa ña giaùc ñaùy .  

b) Hình choùp cuït ñeàu laø phaàn cuûa hình choùp ñeàu naèm giöõa ñaùy vaø moät maët phaúng song song vôùi ñaùy caét  
caùc caïnh beân . 

B . Giaûi toùan :  
Daïng toùan 1 : Chöùng minh hai maët phaúng vuoâng goùc . 

 Ta chæ caàn chöùng minh maët phaúng naøy chöùa moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng kia . 

  Ví duï 1 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình chöõ nhaät ; SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) . 
  a) Chöùng minh raèng hai maët phaúng (SAB) vaø (SBC) vuoâng goùc . 
  b) Veõ AH , AK laàn löôït laø ñöôøng cao cuûa caùc tam giaùc SAB , SAD . Chöùng minh raèng hai maët phaúng   
  (AHK) vaø (SAC) vuoâng goùc . 

Giaûi :  

a) Ta coù :  

   
( ) ( ; )
:( ) ( ).

BC SAB do BC AB BC SA
Suy ra SBC SAB

⊥ ⊥ ⊥
⊥

)

 

b) Ta cuõng coù : 

   
( ) ( ;
: (1)

AH SBC do AH BC AH SB
Suy ra AH SC

⊥ ⊥
⊥

⊥

S

K

H
D

A 
CBTöông töï :  (2)AK SC⊥

( 1 ) vaø ( 2 ) cho : SC vuoâng goùc vôùi (AHK) . Vaäy hai maët phaúng (AHK) vaø (SAC) vuoâng goùc . 
 
  Ví duï 2 : Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh baèng a . Chöùng minh raèng hai maët phaúng  
  (ACC’A’) vaø (CB’D’) vuoâng goùc .  
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Giaûi :  
Ta coù : AC = AB’ = AD’ = 2a  ( ñöôøng cheùo hình vuoâng  
C’C = C’B’ = C’D’ = a  
Vaäy AC’ laø truïc cuûa ñöôøng troøn (CB’D’) nghóa laø AC’ vuoâng goùc vôùi 
(CB’D’) .  
Vaäy hai maët phaúng (ACC’A’) vaø (CB’D’) vuoâng goùc vôùi nhau ( vì maët 
phaúng (ACC’A’) chöùa AC’ vuoâng goùc vôùi (CB’D’) 
 
Daïng toùan 2 : Chöùng minh moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi moät maët 
phaúng ( tröôøng hôïp ñaõ coù 2 maët phaúng vuoâng goùc ) . 

 Ta chæ caàn chöùng minh ñöôøng thaúng naøy naèm trong moät maët vaø vuoâng goùc vôùi giao tuyeán . 
 
  Ví duï 1 : Cho hai hình vuoâng ABCD vaø ABEF caïnh baèng a , naèm trong hai maët phaúng vuoâng goùc . Tính   
  DE vaø chöùng minh raèng DE vuoâng goùc vôùi AC vaø BF . 

Giaûi :  
Ta coù : AD vuoâng goùc vôùi AB ( laø giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng vuoâng goùc (ABCD) vaø (ABEF) ) ;  
AD hieån nhieân naèm (ABCD) neân AD vuoâng goùc vôùi (ABEF) . 
Tam giaùc ADE vuoâng taïi A cho : 

( )2
2 2 2 2 2 3

3

DE AD AE a a a

DE a

= + = + =

=

2

 

Ta cuõng coù : AE laø hình chieáu cuûa DE xuoáng (ABEF), maø AE vuoâng goùc vôùi 
BF neân DE vuoâng goùc vôùi BF. 
Töông töï , EB vuoâng goùc vôùi (ABCD) ; BD laø hình chieáu cuûa DE xuoáng 
(ABCD) : BD vuoâng goùc vôùi AC neân DE vuoâng goùc vôùi AC. 
 
  Ví duï 2 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng a ; SAB laø tam giaùc ñeàu vaø hai   
  maët naøy naèm trong 2 maët phaúng vuoâng goùc . 

    a) Xaùc ñònh vaø tính ñöôøng cao SH cuûa hình choùp naøy. 
  b) (P) laø maët phaúng qua trung ñieåm M cuûa BC vaø vuoâng goùc vôùi BC . Xaùc ñònh vaø tính dieän tích cuûa thieát    
  dieän naøy. 
 
Giaûi :  
a) Trong tam giaùc SAB , veõ ñöôøng cao SH , ta coù : SH vuoâng goùc vôùi (ABCD) ( vì (SAB) vuoâng goùc vôùi 
(ABCD) ) . Vaäy SH laø ñöôøng cao cuûa hình choùp S.ABCD vaø 

3
2

aSH =  

b) (SAB) vuoâng goùc vôùi BC ( vì BC vuoâng goùc vôùi AB vaø 2 maët phaúng 
(SAB) vaø (ABCD) vuoâng goùc  
(P) song song vôùi (SAB) ( vì cuøng vuoâng goùc vôùi BC)  
Do ñoù : (P) caét (ABCD) theo MJ song song vôùi AB . 
(P) caét (SBC) theo MN song song vôùi SB .  
(P) caét (SCD) theo NQ song song vôùi CD . 
(P) caét (SAD) theo QJ song song vôùi SA .  
Vaäy thieát dieän cuûa (P) vôùi hình choùp laø hình thang MNQJ  
* Tính dieän tích :  

C

B

D

A

E F

C'B'

C

A D

B

A' D'

JA

B

D

H

S

C
M

N

Q

J

K
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(NK laø giao tuyeán cuûa (P) vaø (SHC) neân NK song song vôùi SH . Suy ra : NK vuoâng goùc vôùi (ABCD)  
=>  NK vuoâng goùc vôùi MJ neân laø ñöôøng cao cuûa hình thang MNQJ .  

22 3 3. .
2 4 4MNQJ

NQ MJ a a a aS NK+ +
= = =

3
16

 

 
 Chuù yù : Ta coøn coù theå söû duïng heä quaû 3 ñeå chöùng minh moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi moät maët 

phaúng . 
  
  Ví duï 3 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng a , ñöôøng cao cuûa hình choùp baèng  

2a  ; hai maët (SBD) vaø  (SAI)  cuøng vuoâng goùc vôùi (ABCD) ( I laø trung ñieåm cuûa BC ) . Goïi  ,α β  laàn    
   löôït laø goùc cuûa SB , SD  vôùi (ABCD) . Chöùng minh raèng : cot cot 1α β+ =  . 
 
Giaûi :  
Goïi H laø giao ñieåm cuûa AI vaø BD , ta coù : 
                 

.  
( ) ( )

( ) ( ( ) ( ) )
( ) ( )

SAI ABCD
SH ABCD do SH SAI SBD

SBD ABCD
⊥ ⎫

⇒ ⊥ =⎬⊥ ⎭
∩

S

Vaäïy SH laø ñöôøng cao cuûa hình choùp .  
Ta cuõng coù : HB , HD laø hình chieáu cuûa SB , SD xuoâng (ABCD) neân : An n;SBH SDHα β= =  laàn löôït laø goùc cuûa SB , SD vôùi (ABCD)  vaø :   

2cot cot 1
2

BH DH BD a
SH SH SH a

α β+ = + = = =  

               
Daïng toùan 3 : Xaùc ñònh goùc cuûa 2 maët phaúng (P) vaø (Q)  

 Ngoøai vieäc söû duïng ñònh nghóa goùc cuûa 2 maët phaúng , ta thöôøng söû duïng 
caùch sau :   

Böôùc 1: Laáy A thuoäc (P) , veõ AH vuoâng goùc vôùi (Q) ( H thuoäc (Q) ) .  
Böôùc 2:  Veõ HO vuoâng goùc vôùi giao tuyeán d cuûa (P) vaø (Q) ( O thuoäc d ) , suy ra :
AO vuoâng goùc vôùi d .  

 

Vaäy AOH laø goùc cuûa hai maët phaúng (P) vaø (Q) . 
 
  Ví duï 1 : Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù : goùc giöõa maët beân vaø ñaùy  
   baèng α  ; goùc giöõa caïnh beân vaø ñaùy baèng β  . Tìm moät heä thöùc giöõa hai goùc naøy . 
 
Giaûi :  
Veõ  SO vuoâng goùc vôùi (ABCD) . Suy ra : OA = OB = OC = OD ( vì caùc tam giaùc vuoâng SOA , SOB , SOC 
, SOD baèng nhau ) . Vaäy O laø taâm hình vuoâng .  
Veõ OH vuoâng goùc vôùi AD ( H thuoäc AD ) thì H laø trung ñieåm cuûa AD . Suy 
ra : SH cuõng vuoâng goùc vôùi AD ( vì OH laø hình chieáu cuûa SI xuoáng 
(ABCD) ) .  
Do ñoù :nSHO α=  laø goùc giöõa maët beân vaø ñaùy  . 
Ta cuõng coù : OA laø hình chieáu cuûa caïnh beân SA xuoáng (ABCD) . Vaäy : 
nSAO β=  laø goùc cuûa caïnh beân vaø ñaùy .  

Tam giaùc vuoâng SOH cho : cot
2

OH a
SO SO

α = =  

C

D

H
BI

P

A

O H Q

C D

A

H

B

O

S
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2cot
2

OA a
SO SO

β = =Tam giaùc vuoâng SAO cho :   

2 cot cotα β=Suy ra :   
 
  Ví duï 2 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình chöõ nhaät ;  hai maët beân (SAB) , (SAD) cuøng vuoâng   
  goùc vôùi ñaùy ; (SBC) taïo vôùi ñaùy moät goùc α β vaø SC  = a taïo vôùi maët (SAB) moät goùc  . Tính ñöôøng cao  
  cuûa hình choùp . 
 
Giaûi :   
Ta coù :  

S

       

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ( ) )

SAB ABCD
SAB ABCD AB BC SAB

BC AB BC ABCD

⊥ ⎫
⎪= ⇒ ⊥⎬
⎪⊥ ⊂ ⎭

∩

A
Suy ra : SB laø hình chieáu cuûa SC xuoáâng (SAB) .  D

nBSC β=Vaäy  laø goùc cuûa SC vôùi (SAB) . 
BTa cuõng coù : C

         

( ) ( )
( ) ( ) (

( ) ( )

SAB ABCD
SAD ABCD SA ABCD

SA SAB SAD

⊥ ⎫
⎪⊥ ⇒ ⊥⎬
⎪= ⎭∩

)

 Maø ABø vuoâng  goùc vôùi BC neân SB vuoâng goùc vôùi BC ( ñònh lyù 3 ñöôøng vuoâng goùc ) .        
nSBA α=Vaäy  laø goùc cuûa (SBC) taïo vôùi ñaùy . 

Tam giaùc vuoâng SBC cho : cos cosSB SB SC a
SC

cos β β= ⇔ = =  β

Tam giaùc vuoâng SAB cho : sin sin cos sinSA SA SB a
SB

α β α= ⇔ = =

sin cosSA a

α  .  

α β= . Vaäy ñöôøng cao cuûa hình choùp baèng : 
 
  Ví duï 3 : Cho hình choùp S.ABCD coù : SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) vaø SA = a ; ABCD laø hình vuoâng caïnh  
  baèng a . Tính goùc cuûa hai maët phaúng (SBC) vaø (SCD) . 
 
Giaûi :  
Ta coù : BC vuoâng goùc vôùi (SAB) ( vì BC vuoâng goùc vôùi AB vaø SA ) . Veõ AH vuoâng goùc vôùi SB ( H laø 
trung ñieåm cuûa SB Vì tam giaùc SAB caân  ) thì AH vuoâng goùc vôùi (SBC)        

A

B

D

C

S

K
H

( vì AH vuoâng goùc vôùi SB vaø BC )  . 
Töông töï , AK vuoâng goùc vôùi (SCD) .  
Vaäy goùc cuûa 2 maët phaúng (SBC) vaø (SCD) laø goùc cuûa 2 ñöôøng thaúng AH 
vaø AK . 

2
2

a
) .  Tam giaùc AHK laø tam giaùc ñeàu( vì caùc caïnh ñeàu baèng 

oVaäy goùc cuûa 2 maët phaúng (SBC) vaø (SCD) baèng 60  .  
 
 
Daïng toùan 4 : Tính dieän tích cuûa moät ña giaùc hay goùc cuûa 2 maët phaúng . 
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 Trong moät soá tröôøng hôïp , ta coù theå duøng ñònh lyù veà dieän tích hình chieáu ñeå tính dieän tích moät ña 
giaùc hay tính goùc cuûa 2 maët phaúng . 

 
  Ví duï 1 : Cho tam giaùc ABC  ñeàu caïnh baèng 2a . Treân CB keùo daøi , laáy ñieåm E sao cho BE = 2a . Caùc  
  tia Bx , Cy cuøng vuoâng goùc vôùi (ABC)  ; laáy  ñieåm B’ treân Bx sao cho :  BB’ = a . EB’ caét Cy tai C’ .                             
  a) Tính goùc cuûa 2 maët phaúng (ABC) vaø (A’B’C’)    

y  b) Tính dieän tích cuûa tam giaùc AB’C’ . 
 C'
 Giaûi :  

x 
a) Ta coù : BA = BC = BE = 2a neân tam giaùc ACE vuoâng taïi A . 
Veõ BI vuoâng goùc vôùi AE ( BI song song vôùi AC ) thì: 

B'

BI = a ( BI laø ñöôøng trung bình cuûa tam giaùc ACE ) vaø  
BB’I cuõng vuoâng goùc vôùi AE ( ñònh lyù 3 ñöôøng vuoâng goùc ) .  

Vaäy goùc B’IB laø goùc cuûa 2 maët phaúng (ABC) vaø (A’B’C’)  
vaø :  ( vì tam giaùc BB’I vuoâng caân ) n 0' 4B IB = 5
 
b) Tam giaùc AB’C’ coù hình chieáu xuoáâng (ABC) laø tam giaùc 
ABC neân :  

( )2 2
0

' ' ' '

2 32 2 6cos 45 . .
2 4 2 2AB C ABC AB C

a aS S S= ⇔ = =  

 
  Ví duï 2 : Cho hình laêng truï tam giaùc ñeàu ABC.A’B’C’ , caïnh ñaùy baèng a . Treân caùc caïnh AA’ , BB’ ,  
  CC’ laàn löôït laáy caùc ñieåm M , N , P sao cho dieân tích tam giaùc MNP baèng 2a2 . Tính goùc cuûa 2 maët phaúng   
  (ABC) vaø (MNP) . 
 
Giaûi :  
Tam giaùc MNP coù hình chieáu xuoáng maët phaúng (ABC) laø tam giaùc ABC neân : 

2
0

2

3 3cos cos 77 29 '
4.2 8

ABC
ABC MNP

MNP

S aS S
S a

α α α= ⇔ = = = ⇒ =  

Vaây goùc giöõa 2 maët phaúng (ABC) vaø (MNP) baèng 77029’. 
 
  Ví duï 3* : Cho hình laêng truï ñeàu ABC.A’B’C’ coù : caïnh ñaùy  vaø caïnh beân ñeàu baèng a . (P) laø maët phaúng   
  qua trung ñieåm I cuûa BC vaø vuoâng goùc vôùi AB’ .  
  a) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa (P) vaø hình laêng truï . 

       b) Tính dieän tích cuûa thieát dieän naøy . 
 
Giaûi :  
a) Goïi CH laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc ñeàu ABC , ta coù : 
 CH vuoâng goùc vôùi (ABB’A’)      ( vì CH vuoâng goùc vôùi AB vaø BB’) . 
Suy ra : CH vuoâng goùc vôùi AB’ . Do ñoù : CH song song vôùi (P) . 
Töông töï , A’B vuoâng goùc vôùi AB’ ( vì ABB’A’ laø hình vuoâng ) neân 
A’B song song vôùi (P) . 
Vaäy : (P) caét (ABC) theo IE song song vôùi CH ;  (P) caét (ABB’A’) 
theo EF song song vôùi A’B ; 
EI caét AC taïi M vaø FM caét CC’ taïi L neân: 

E C
I

A

B

A

C

B'

A'

E

F
M

H

I

L

C'
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(P) caét maët (ACC’A’) theo ñoïan FL ; (P) caét maët (BCC’B’) theo ñoïan IL . 
Thieát dieän cuûa (P) vaø hình laêng truï laø töù giaùc EFLI . 

b)  F vaø L coù hình chieáu xuoáng (ABC) laàn löôït laø A vaø C neân töù giaùc EFLI coù hình chieáu xuoáng (ABC) laø 
töù giaùc EACI . 
Ta laïi coù : AA’vaø AB’ laàn löôït vuoâng goùc vôùi (ABC) vaø (P) neân :  
Goùc ( (P) , (ABC) ) = goùc ( AB’ , AA’ ) = 450 ( vì ABB’A’ laø hình vuoâng ) . 
Suy ra: 

C

0
0

2 2 2

2 2

2cos 45
cos 45 2

3 3 7 3
4 32 32

7 3 7 6
3216 2

EACI EACI
EACI EFLI EFLI

EACI ABC BIE

EFLI

S SS S S

a a aS S S

a aS

= ⇔ = =

= − = − = ⇒

= =

I

AB  E H

C .Baøi taäp reøn luîeän . 
3.20 . Cho hình vuoâng ABCD . M laø moät ñieåm khoâng naèmtrong maët phaúng (ABCD) sao cho caùc goùc AMB  
vaø AMD vuoâng . Chöùng minh raèng hai maët phaúng (MAC) vaø (ABCD) vuoâng goùc .  

3.21 . Cho hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình chöõ nhaät ; SH , SK laø ñöôøng cao cuûa caùc tam giaùc SAB  
vaø SCD ( H thuoäc AB ; K thuoäc CD ) , Chöùng minh raèng hai maët phaúng (SHK) vaø (ABCD) vu6ng goùc .  

3.22 . Cho hình choùp ñeàu S.ABCD , caïnh ñaùy baèng a ; ñöôøng cao cuûa hình choùp baèng x . 
a) O laø taâm cuûa ñaùy , veõ OH vuoâng goùc vôùi SC ( H thuoäc SC ) . Chöng minh raèng hai maët phaúng (SAC) vaø 
(HBD) vuoâng goùc . 
b) Ñònh x ñeå hai maët phaúng (SBC) vaø (SCD) taïo vôùi nhau moät goùc baèng 120o . 

3.23 . Cho hình choùp S.ABC coù : SA vuoâng goùc vôùi (ABC) ; hai maët phaúng (SBC) vaø (SAB) vuoâng goùc vôùi  
nhau . Chöng minh hai tam giaùc ABC vaø SBC laø tam giaùc vuoâng .  

3.24 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh baèng a . Treân caùc ñoïan AB’ vaø A’C’ laàn löôït laáy caùc 
ñieåm M vaø N sao cho : AM = C’N = x 2  ( 0 < x < a ) .  
a) Tính ñoïan MN theo a vaø x . Ñònh x ñeå ñoïan MN nhoû nhaát . 
b) Khi ñoïan MN nhoû nhaát , chöùng minh raèng MN vuoâng goùc vôùi AB’ vaø A’C’. 

3.25. Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh baèng a .  
a) Söû duïng ñònh lyù ba ñöôøng vuoâng goùc , chöùng minh raèng AC’ vuoâng goùc vôùi BA’ vaø BD . 
b) (P) laø maët phaúng qua trung ñieåm M cuûa BC vaø vuoâng goùc vôùi AC’ . Xaùc ñònh thieát dieän cuûa (P) vôùi hình 
laäp phöông . Chöùng minh raèng thieát dieän naøy qua taâm O cuûa hình laäp phöông vaø tính dieän tích cuûa thieát  
dieän . 

3.26 . Cho hình laêng truï ñeàu ABC.A’B’C’ coù caïnh ñaùy baèng a , caïnh beân baèng 2a . M , N , P laàn löôït naèm 
treân AA’ , BB’ , CC’ . Tính dieän tích cuûa tam giaùc MNP bieát raèng                                                                                  
a) Maët phaúng (MNP) taïo vôùi (ABC) moät goùc baèng 600.  
b) Maët phaúng (MNP) vuoâng goùc vôùi AB’ . 
 
3.27 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh baèng a . Laáy M , N , P laàn löôït treân caùc caïnh AB , CC’ , 

A’D’ sao cho : AM = CN = D’P = 
3
4
a

 . 

a) Chöùng minh raèng tam giaùc MNP laø tam giaùc ñeàu .  
b) Tính goùc cuûa 2 maët phaúng (ABCD) vaø (MNP) .  
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D . Höôùng daãn – Ñaùp soá .  
 
3.20 . Goïi I , J laø trung ñieåm cuûa AB , AD , ta coù : MI = MJ : AI = AJ  ; CI = CJ . Vaäy (MAC) laø maët phaúng  
trung tröïc cuûa IJ . Do ñoù (MAC) vuoâng goùc vôùi (ABCD) . 

3.21 . SH vuoâng goùc vôùi CD  ( vì SH vuoâng goùc vôùi AB vaø CD song song vôùiAB). Do ñoù CD vuoâng goùc  
vôùi (SHK) ( vì CD vuoâng goùc vôùiSH vaø SK) . Vaäy hai maët phaúng (AHK) vaø (SAC) vuoâng goùc . 

3.22 . a) BD vuoâng goùc vôùi AC ; BD vuoâng goùc vôùi SO neân BD vuoâng goùc vôùi (SAC) . 
SC vuoâng goùc vôùi BD ; OH vuoâng goùc vôùi SC neân SC vuoâng goùc vôùi (HBD) . Vaäy hai maët phaúng (SAC)  
vaø (HBD) vuoâng goùc . 

b) HB vuoâng goùc vôùi SC ( HB trong (SBC) )  
HD vuoâng goùc vôùi SC ( HD trong (SCD) ).  
Vaäy Goùc cuûa HB , HD laø goùc cuûa 2 maët phaúng (SBC) vaø (SCD)  
Tam giaùc HBD caân neân HO laø phaân giaùc goùc BHD . Do ñoù : 
n n n 1120 60 cot

3
1 2
3 2 3

o oBHD BHO g BHO

OH aOH
OB

= ⇔ = ⇔ =

⇔ = ⇔ =
 

Tam giaùc vuoâng SOC cho :   
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2

2 2

1 1 1 1 4 2
2 2

6 2 4 2

x a a xOH
OH OS OC x a a x x a

a a x a ax x
x a

+
= + = + = ⇔ =

+

⇔ = ⇔ = ⇔ =
+

 

 
3.23. (ABC) vuoâng goùc vôùi (SAB) ; (SBC) vuoâng goùc vôùi (SAB) . Suy ra : BC vuoâng goùc vôùi (SAB) . Vaäy 
hai tam giaùc ABC vaø SBC vuoâng taïi B  
 
3.24 . a) Veõ MK song song vôùi AA’ ( K thuoäc A’B’)  
Suy ra : MK vuoâng goùc vôùi (ABCD) , ta coù : 
A’K = x ; A’N = ( a – x ) 2

( )

 ; 
KN2 = A’K2 + A’N2 – 2A’K.A’N cos45o. 

       

( )

( )

22

22 2

2 2

22 2 . 2.
2

2 2 2

5 6 2

x a x x a x

x a x x ax

x ax a

⎡ ⎤= + − − −⎣ ⎦

− + −

= − +

= +  

MN2 = MK2 + KN2   = ( a – x)2 + 5x2 – 6ax + 2a2    = 6x2 – 8ax + 3a2 . 

               
2 2

226( )
3 3 3
a a ax= − + ≥ ( daáu “ = “ xaûy ra khi x = 

2
3
a

 

2 ' 2 2 2 ' 2 2) ; ; ' ( ) 2 ; :
3 ' ' 3 3 3 ' ' 3 2

' ':
' ' ' '

a A K a a A N a ab x A N a
A B A O

A K A NSuy ra
A B A O

= = = − = =

=

2
3

=
 

(O’ laø taâm hình vuoâng A’B’C’D’ ) . Do ñoù : KN song song vôùi B’O neân KN vuoâng goùc vôùi A’C’ . Maø KN 
laø hình chieáu cuûa MN xuoáng (ABCD) neân MNvuoâng goùc vôùi A’B’ . 

S

H

B C

D

O

A

O'

D'A'

D

B C

A

C'B'
M

K
N
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Ta cuõng coù : 
2

2 2 2 2 2

22 2
2 2

2 2 2

2 11' ' ( )
3 9

2 2 11
3 3 9

:

a aAN AA A N a

a a aMN AM

Suy ra AN AM MN

= + = + =

⎛ ⎞
+ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= +

 

Vaäy : MN vuoâng goùc vôùi AB’.                        
 
3.25 . a) AC laø hình chieáu cuûa AC’ xuoáng (ABCD) 
AC vuoâng goùc vôùi BD neân AC’ vuoâng goùc vôùi BD .  
Töông töï , AC’ vuoâng goùc vôùi BA’ . Suy ra : AC’ vuoâng goùc vôùi (A’BD) . 

b) (P) song song vôùi (A’BD) . Töông töï : 
    (P) song song vôùi (CB’D’) .  
Suy ra : (P) caét (ABCD) theo MNsong song vôùi BD ; (P) caét CC’D’D) theo NQ song song vôùi CD’ ; (P) caét 
(AA’D’D) theo QR song song vôùi DA’; (P) caét (A’B’C’D’) theo RS song song vôùi B’D’ ; (P) caét (ABB’A’) 
theo ST song song vôùi BA’ ; (P) caét (BCC’B’) theo TM song song vôùi CB’.  
Thieát dieän laø luïc giaùc MNQRST .  
Töù giaùc MCRA’ laø hình bình haønh neân MR caét A’C taïi trung ñieåm O cuûa A’C ( laø taâm hình laäp phöông ) . 
Töông töï NS , QT qua O vaø 6 tam giaùc OMN , ONQ , OQR , ORS , OST . OTM laø 6 tam giaùc ñeàu caïnh 

baèng 
2

2
a

.  

Vaäy thieát dieän laø hình luïc giaùc ñeàu . qua taâm O cuûa hình laäp phöông vaø coù dieän tích baèng : 
2 22 3 36 .

2 4 4
a a⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
.  

3.26 . a) Tam giaùc MNP coù hình chieáu xuoáng maët phaúng (ABC) laø tam giaùc ABC neân : 
2

0
0

3cos 60
cos 60 2

ABC
ABC MNP MNP

S aS S S= ⇔ = =

n

 

b) goùc ( ABC , MNP ) = goùc ( AA’ , AB’)  

n 0

2 2

' 2 2 5cos ' ' ' ' 26 34
' 54

AA aA AB A AB
AB a a

= = = ⇒ =
+

'  

3.27 . a) 
2 2 2

2 2 2 2 9 26
16 16 16
a a aMN NP MP a= = = + + =  

b) P coù hình chieáu laø P’ treân AD vaø AP’= 0,25a .  
Tam giaùc MNP coù hình chieáu xuoáng (ABCD) laø tam giaùc MCP’. 

( )' ' '

2
2

1
2

1 3 3 13. . .
2 4 4 4 4 32

CMP ABCD AMP BCM CDPS S S S S

a a a a aa a a

= − + +

⎛ ⎞= − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 23 26 3
4 4.1MNP

MN aS = =
6

    

2
0'

2

13 64 3cos . 54 45'
32 326 3

CMP

MNP

S ax x
S a

= = = ⇒ =  

D'A'

D

B CM

N

A T

C'B' Q

S

R

BA

B'

D' C'

A'

CD

M

NP

P'
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§5. Khoûang caùch . 
 
A . Toùm taét giaùo khoa . 
1 . Khoûang caùch töø moät ñieåm ñeán moät ñöôøng thaúng laø ñoïan vuoâng goùc veõ töø ñieåm ñoù ñeán ñöôøng thaúng . 
                                         d (O , a ) = OH  
2 . Khoûang caùch töø moät ñieåm ñeán moät maët phaúng laø ñoïan vuoâng goùc veõ töø ñieåm ñoù ñeán maët phaúng . 
                                         d (O , (P) ) = OH  
    
 
  
 
 
 
 

 
 
 3 . Khoûang caùch giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng song song laø khoûang caùch töø moät ñieåm baát kyø 
treân ñöôøng thaúng ñeán maút phaúng . 
                                        d ( a , (P) ) = d( O , (P) ) = OH   ( a song song vôùi (P) , O thuoäc a ) 
 4 . Khoûng caùch giöõa hai maët phaúng song song laø khoûang caùch töø moät ñieåm baát kyø treân maët phaúng naøy ñeán 
maët phaúng kia .  
                                  d ((P) , (Q) ) = d( O , (P) ) = OH  ( (P) song song vôùi (Q) . O thuoäc (Q)) . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
5 . Khoûang caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng ñoù .  
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
          d ( a , b ) = EF  = d ( b , (P) )  ( (P) chöùa a vaø song song vôùi b )  
EF laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa a vaø b .  

• Ñoïan vuoâng goùc chung cuûa 2 ñöôøng thaúng laø duy nhaát vaø laø ñoïan ngaén nhaát noái 2 ñieåm laàn löôït 
naèm treân 2 ñöôøng thaúng ñoù . 

a

O

O

H
PH

a

P

O

H

O

Q

H

P

b

a

b

b'

F

a
E

F

E

P
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B . Giaûi toùan . 

  Ví duï 1 : Cho hình choùp S.ABC coù : tam giaùc ABC vuoâng taïi B vaø BC = a ;  AC = 2a ; SA vuoâng goùc vôùi    
  (ABC) vaø SA = a . 
   a) Tính khoaûng caùch töø A ñeán (SBC) . 
   b) D laø ñieåm sao cho ACBD laø hình thang ( AC song song vôùi BD vaø BD = 3a ) . Tính khoûang caùch töø D  
    ñeán (SBC) vaø khoûang caùch töø C ñeán (SBD) . 
 
Giaûi :  
a) Ta coù : BC vuoâng goùc vôùi (SAB) ( vì BC vuoâng 
goùc vôùi AB vaø SA ) .  
Suy ra : BC vuoâng goùc vôùi AH laø ñöôøng cao cuûa tam 
giaùc SAB ( H thuoäc SB). 
Do ñùoù:ø AH vuoâng goùc vôùi (SBC)  ( vì AH vuoâng goùc 
vôùi BC vaø SB ) .  
Vaäy AH laø khoûang caùch töø A ñeán (SBC) . 
Tam giaùc vuoâng SAB cho :  

2 2 2 2 2

2

(4 ) 2

. 3. .
2 2

SB SA AB a a a a

3AS AB a aAH SB AS AB AH
SB a

= + = + − =

= ⇔ = = =

S

  

 
b) AD caét BC  taïi E . Veõ DK vuoâng goùc vôùi (SBC) thì DK song song vôùi AH vaø E , K , H thaúng haøng ( laø 
hình chieáu cuûa EDA xuoâng (SBC) ) . Ta coù : 

3 3 3 3 3
2 2 2 4

DK ED BD a aDK AH
AH EA AC a

= = = = ⇔ = =  

Vaäy khoûang caùch töø D ñeán (SBC) laø DK = 
3 3

4
a

 

 Xaùc ñònh vaø tính khoûang caùch töø C ñeán (SBD) : 
Veõ AM vuoâng goùc BD ( M thuoäc BD ) roài veõ AL vuoâng goùc SM ( L thuoäc SM ) .  
Chöùng minh töông töï , AL laø khoûang caùch töø A ñeán (SBD) .  
Maø AC song song vôùi (SBD) ( vì AC song song vôùi BD ) neân khoûang caùch töø C ñeán (SBD) baèng AL . 
Tam giaùc vuoâng SAM cho :  

n

2
2

1 3 ( 60 )
2 2

3.. 3 212. .
773

4

oaAM AB do BAM

aaAS AM a aAL SM AS AM AL
SM aa

= = =

= ⇔ = = = =

+

 

  Ví duï 2 : Cho hình  laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù  tam giaùc ABC vuoâng taïi A ; AB = a ;  
  AC = 2a ; caïnh beân AA’ = 2a .  
  a) Tính khoûang caùch giöõa BC’ vaø AA’. 
  b) * Goïi EF laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa AA’vaø BC’, chæ roõ caùch veõ E , F . 
 
Giaûi :  
 

A

B

E

D

C

H
K

M
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a) Ta coù : AA’ song song vôùi (BB’C’C) ( vì AA’ song song vôùi BB’ ) 
Suy ra : d ( AA’, BC’) = d ( AA’, (BB’C’C) )  = d ( A’, (BB’C’C ) . 
Veõ A’H’ vuoâng goùc vôùi B’C’ ( H’ thuoâc B’C’) thì A’H’vuoâng goùc vôùi ( BB’C’C) ( vì A’H’ vuoâng goùc vôùi 
BB’vaø B’C’ ) .  
Vaäy A’H’ laø khoûang caùch töø A’ ñeán (BB’C’C) . 
Tam giaùc vuoâng A’B’C’ cho :  

A' C'( )22 2 2

2

' ' ' ' ' ' 2 5.

' '. ' ' 2 2 5' '. ' ' ' '. ' ' ' '
' ' 55

B C A B A C a a a

A B A C a aA H B C A B A C A H
B C a

= + = + =

= ⇔ = = =
 

H'

B'
E2 5

5
a

Vaäy :  d( AA’, BC’ ) =  F
CAb) Ta coù : EF vuoâng goùc vôùi BB’ ( vì EF vuoâng goùc vôùi AA’ vaø AA’ 

song song vôùi BB’ ) .  
Suy ra EF vuoâng goùc vôùi (BB’C’C) ( vì EF vuoâng goùc BB’ vaø BC’) B
Ta cuõng coù : EF song song vôùi (A’B’C’) ( vì EF vaø (A’B’C’) cuøng 
vuoâng goùc vôùi AA’) 
 Goïi F’ laø hình chieáu cuûa F xuoâng (A’B’C’) thì  hình chíeâu A’F’ cuûa EF seõ song song vôùi EF   .  
Suy ra : A’F’vuoâng goùc vôùi (BB’C’C) neân truøng vôùi A’H’ hay F’ truøng vôùi H’ . 
* Suy ra caùch xaùc ñònh E vaø F : Veõ ñöôøng cao A’H’ cuûa tam giaùc A’B’C’ . Veõ ñöôøng thaúng d qua H’ 
vuoâng goùc vôùi (A’B’C’)  (d song song vôùi BB’ ) ; d caét BC’ taïi F ; veõ FE song vôùi A’H’ ta ñöôïc vò trí cuûa E  
 
  Ví duï 3 : Cho hình choùp S.ABCD coù : ñaùy laø hình vuoâng caïnh baèng a ; SA vuoâng goùc vôùi ñaùy vaø SA = a ;    
  MN laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø SC . Chöùng minh raèng MN laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa AB vaø  
   SC . Tính khoûang caùch giöõa AB vaø SC . 

Giaûi : 
Goïi O laø taâm hình vuoâng , ta coù : NO song song vôùi SA ( NO laø ñöôøng trung bình cuûa tam giaùc SAC ) . 
Suy ra : NO vuoâng goùc vôùi (ABCD) .   
Do ñoù : MO laø hình chieáu cuûa MN xuoáng (ABCD) . 
Maø MO vuoâng goùc vôùi AB ( MO song song vôùi BC ) neân MN vuoâng goùc vôùi AB ( ñònh lyù 3 ñöôøng vuoâng 
goùc ) . 

B C

D

S

A

M

N

O

Tam giaùc vuoâng MON cho : 

MN2 = MO2 + ON2 = 
2 2

2 2( )
2 2 4
a a a⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Tam giaùc vuoâng SAM cho : 

( )

2 2
2 2 2 2

2
22 2 2 2

2

5
2 4

2 3
2 4 4 4

a aSM SA AM a

a aSC SA AC aSN

⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

++⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . 

2Suy ra : SM  = SN2 + MN2 . Vaäy tam giaùc SMN vuoâng taïi N . Do ñoù : MN laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa 
AB vaø SC .  

22 2
4 2
a a

=  Khoûang caùch giöõa AB vaø SC chính laø ñoïan MN vaø MN = 
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4 3
3

a
  Ví duï 4* : Cho hình choùp ñeàu S.ABCD coù : caïnh ñaùy baèng 2a ; caïnh beân baèng . (P) laø maët phaúng   

  chöùa AB vaø khoûang caùch giöõa CD vaø (P) baèng a . 
  a) Tính goùc giöõa 2 maët phaúng (P) vaø (ABCD) . 
  b) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa (P) vaø hình choùp . Tính dieän tích cuûa thieát dieän naøy . 
  
Giaûi :  Giaûi :  
a) Xaùc ñònh khoûang caùch giöõa CD vaø (P) :  a) Xaùc ñònh khoûang caùch giöõa CD vaø (P) :  
Goïi I , J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD , ta coù : AB vuoâng goùc vôùi SI vaø AB vuoâng goùc vôùi IJ . Goïi I , J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD , ta coù : AB vuoâng goùc vôùi SI vaø AB vuoâng goùc vôùi IJ . 
Suy ra :  AB vuoâng goùc vôùi (SIJ) . Suy ra :  AB vuoâng goùc vôùi (SIJ) . 
Veõ JH vuoâng goùc vôùi giao tuyeán Ix cuûa (P) vaø (SIJ) ( H thuoäc Ix)  thì JH vuoâng goùc vôùi (P)  ( vì (P) vuoâng 
goùc vôùi (SIJ) )  .  
Veõ JH vuoâng goùc vôùi giao tuyeán Ix cuûa (P) vaø (SIJ) ( H thuoäc Ix)  thì JH vuoâng goùc vôùi (P)  ( vì (P) vuoâng 
goùc vôùi (SIJ) )  .  
Vaäy JH = a laø khoûang caùch töø J ñeán (P) cuõng laø khoûang caùch giöõa 
CD vaø (P) .  
Vaäy JH = a laø khoûang caùch töø J ñeán (P) cuõng laø khoûang caùch giöõa 
CD vaø (P) .  
Ta cuõng coù : IJ vuoâng goùc vôùi AB  ; HI cuõng vuoâng goùc vôùi AB      Ta cuõng coù : IJ vuoâng goùc vôùi AB  ; HI cuõng vuoâng goùc vôùi AB      
(HI trong(P) ; IJ trong (ABCD) ) .  (HI trong(P) ; IJ trong (ABCD) ) .  
Do ñoù :  laø goùc cuûa 2 maët phaúng (P) vaø (ABCD)    Do ñoù :  laø goùc cuûa 2 maët phaúng (P) vaø (ABCD)    n 30oJIH =
( tam giaùc IJH coù JH = a ; LJ = AD = 2a  neân laø nöûa tam giaùc ñeàu )  ( tam giaùc IJH coù JH = a ; LJ = AD = 2a  neân laø nöûa tam giaùc ñeàu )  
  
b) CD song song vôùi (P) ( vì CD song song vôùiAB ) neân (P) caét 
(SCD) theo giao tuyeán MN song song vôùi CD . 
b) CD song song vôùi (P) ( vì CD song song vôùiAB ) neân (P) caét 
(SCD) theo giao tuyeán MN song song vôùi CD . 
Tam giaùc vuoâng SIA cho  : Tam giaùc vuoâng SIA cho  : 

n 30oJIH =

2 2 2 2 2 2( 5) 4 2SI SA IA a a a SI a= − = − = ⇔ =  
Maø SI = SJ ; IJ = 2a neân SIJ laø tam giaùc ñeàu . 
Suy ra : goùc SIJ baèng 60o neân IH laø phaân giaùc cuûa goùc SIJ neân IH cuõng laø trung tuyeán , ñöôøng cao cuûa tam 
giaùc SIJ .  
Do ñoù : IH qua trung ñieåm K cuûa SJ vaø MN qua trung ñieåm naøy neân laø ñöôøng trung bình cuûa tam giaùc 
SCD . Vaäy MN = a . 
Ñeå yù raèng ñöôøng cao IK cuûa tam giaùc SIJ cuõng laø ñöôøng cao cuûa hình thang ABMN neân 

 IK = 
2 3 3

2
a a= . Vaäy dieän tích cuûa thieát dieän laø : 

22 3 3. . 3
2 2 2ABMN

AB MN a a aS IK a+ +
= = =  

   
C . Baøi taäp reøn luyeän .  
3.28 . Cho töù dieän ñeàu ABCD caïnh baèng a . Chöùng minh raèng AB vuoâng goùc vôùi CD vaø tính khoûang caùch  
giöõa AB vaø CD . 

3.29 . Cho hình choùp S.ABCD coù :  ñaùy laø hình vuoâng caïnh baøng 2a ; SA vuoâng goùc vôùi ñaùy vaø SA = 3a . 
a) Tính khoûang caùch töø C ñeán (SBD) . 
b) G laø troïng taâm tam giaùc SAB vaø (P) laø maët phaúng qua G vaø song song vôùi (SBD) . Tính khoûang giöõa 2 
maët phaúng (P) vaø (SBD) . 
 
3.30 . Cho hình choùp ñeàu S.ABCD coù : caïnh ñaùy vaø caïnh beân ñeàu baèng a . 
a) Tính khoûang caùch giöõa AB vaø SC . 
b)* Goïi EF laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa AB vaø SC , xaùc ñònh roõ vò trí cuûa E , F .  
 

S

M
K

D A

BN H

C
J I
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3.31 . Cho töù dieän ABCD coù AB vuoâng goùc vôùi AD vaø BC ( AB = a ; BC = b ; AD = c ) . Goùc cuûa AD vaø 
BC baèng 60o .  
a) Tính caùc caïnh chöa bieát cuûa töù dieän vaø tính khoûang caùch giöõa AB vaø CD . 
b)* Goïi EF laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa AB vaø CD . Xaùc ñònh caùc ñieåm E , F . 
 
D . Höôùng daãn – Ñaùp soá .  
3.28 . Goïi E , F laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD , ta coù :  
AB vuoâng goùc vôùi (DEC) ( vì AB vuoâng goùc voùi ED, EC ) . 
Suy ra : AB vuoâng goùc vôùi CD . 
Ta laïi coù: ED = EC neân EF vuoâng goùc vôùi CD . Vaäy EF laø doïan vuoâng goùc 
chung cuûa AB vaø CD . 
EF2 = DE2 – DF2 = ( AB2 – AE2 ) – DF2  

       = 
2 2 2

2 2 2( )
4 4 4 2
a a a aa E− − = ⇔ =F  

 
3.29 .  a) BD vuoâng goùc vôùi (SAC) .  
Veõ AH , CK vuoâng goùc vôùi SO ( H , K thuoäc SO ) thì  
AH = CK laø khoûang caùch töø A , C ñeán (SBD) . 
Tam giaùc vuoâng SAO cho :  

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 3 2
9 2 11

aAH 2
AH AS AO a a

= + = + ⇔ =   

 
b) (P) caét  (SAB) theo GE song song vôùi SB   
( E thuoäc SA ) . Veõ EE’ vuoâng goùc vôùi SO ( E’ thuoäc SO ) thì EE’ laø 
khoûang caùch töø E ñeán (SBD) cuõng laø khoûang caùch giöõa 2 maët phaúng (P) 

vaø (SBD) . 
' 1 1 22'

3 3 11
EE SE MG aEE AH
AH SA MA

= = = ⇔ = =  

 
3.30 . a) Goïi I , J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD , ta coù : AB 
vuoâng goùc vôùi (SIJ) . Veõ IK vuoâng goùc vôùi SJ thì IK vuoâng goùc vôùi 
(SCD) ( K thuoäc SJ ) .  
IK = d ( I , (SCD) ) = d ( AB , SC ) . Ta cuõng coù : 

2 23 2;
2 2

. . 2 6. .
33

a aSI SJ SO SA OA

SO IJ a a aIK SJ SO IJ IK
SJ a

= = = − =

= ⇔ = = =

SIJ) 

3.31 . Veõ BD’ song song vaø baèng AD thì : goùc CBD’ baèng 600 ; DD’ vuoâng 

 

b) EF vuoâng goùc vôùi (SCD) 
EF song song vôùi (SIJ) neân hình chieáu cuûa EF xuoáng (SIJ) seõ song song vôùi 
EF . Maø hình chieáu cuûa E xuoáng (SIJ) laø I neân hình chieáu cuûa F xuoâng (
seõ laø K . Suy ra caùch xaùc ñònh E , F : 
Qua K veõ d song song vôùi CD ( d vuoâng goùc vôùi (SIJ) ) ;  
d caét SC taïi F .  
Veõ FE song song vôùi IK ( E thuoäc AB ) thì EF laø ñöôøng vuoâng goùc chung 
cuûa AB vaø SC . 

D

F

A C

E
B

OO

S

B C

D
A
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G
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goùc vôùi (BCD’) 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

)

' ' 2 . 'cos 60o

a AC AB BC a b

BD AB AD a c
CD BC BD BC BD

b c bc

= + = +

= + = +

= + −

= + −

 

     CD2 = CD’2 + DD’2 2
 = a  + b2 + c2 – bc . 

d ( AB , CD ) = d ( AB , (CDD’) ) = d ( B , (CDD’) )  = BH  vôùi BH vuoâng goùc vôùi CD’ vaø H thuoäc CD’ .  

2 2

3
2

bc
b c bc+ −

BH . CD’ = BC . BD’ sin60o ( = 2S  ) => BH =  BCD’

b) Lyù luaän töông töï baøi 3 , ta xaùc ñònh ñöôïc E , F : veõ HF song song AB ( F thuoäc CD ) ; veõ FE song song 
BH ( E thuoäc AB ) . EF laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa AB vaø CD . 
 

TRAÉC NGHIEÄM CUOÁI CHÖÔNG 3 
 
A. Caâu hoûi . 
 
1 . Cho hình laêng truï ABC.A’B’C’ ; O laø taâm cuûa maët beân BCC’B’ . Neáu ta coù :  

'AO x AB y AC z AA= + +
JJJG JJJG JJJG JJJG

 thì x baèng : 
a) 0,5                             b) – 1                             c) 1                             d) moät ñaùp soá khaùc . 
 
2 . Cho töù dieän ABCD , G laø troïng taâm cuûa tam giaùc BCD vaø I laø trung ñieåm cuûa BG . Neáu ta coù : 
AI xAB y AC z AD= + +
JJG JJJG JJJG JJJG

 thì ( x + y + z ) baèng : 
a) 1                            b) 2                                  c) 3                                d) moät ñaùp soá khaùc . 
 

23 . Cho hình laâp phöông ABCD.A’B’C’D’ , caïnh baèng a . G laø troïng taâm tam giaùc A’BC . Theá thì  ( 3AG  ) 
baèng : 
a) a2                           b) 2a2                              c) 4a2                             d) moät ñaùp soá khaùc . 
 

2 3AM xAB AC AD= + +
JJJJG JJJG JJJG JJJG

4 . Cho töù dieän ABCD vaø ñieåm M ñònh bôûi :  . Ñieåm M thuoäc maët phaúng 
(BCD) khi vaø chæ khi x baèng : 
a) 1                          b) 4                                  c) – 4                              d) moät ñaùp soá khaùc . 
 
5 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’caïnh baèng a ; I laø trung ñieåm BC vaø M laø ñieåm ñònh bôûi 
: A ' ' ' 'M x A B y A D= +

G JG GJJJJJ JJJJ JJJJ
 . Neáu 2 ñöôøng thaúng AI vaø A’M vuoâng goùc thì  x , y thoûa heä thöùc naøo döôùi ñaây ? 

a) 2x + y = 0          b) x + 2y = 0                     c) 2x – y = 0                d) x – 2y = 0  
 
6 . Cho töù dieän ABCD coù : AB = AC = BD = a ; tam giaùc BCD vuoâng taïi B . Neáu goùc cuûa AC vaø BD baèng 
60o thì goùc cuûa AB vaø BD baèøng bao nhieâu ñoä ?  
a) 30o                     b) 60o                                c)  90o                           d) moät ñaùp soá khaùc . 
 
7 . Cho hình choùp S.ABC coù : SA vuoâng goùc vôùi (ABC) ; AB = x ; AC = x + 1 ; BC = x+2  
( cuøng moät ñôn vò chieàu daøi ) . AB vuoâng goùc vôùi (SAC) khi vaø chæ khi x baèng : 
a) 2                        b) 3                                   c) 4                               d) moät ñaùp soá khaùc . 
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0≠. .AB AC AB AD=
JJJGJJJG JJJG JJJG

8 . Cho töù dieän ABCD coù :  . Caâu naøo döôùi ñaây ñuùng ?   
a) AC vaø BD vuoâng goùc                              b) AD vaø BC vuoâng goùc  
c) AB vaø CD vuoâng goùc                              d) khoâng coù caëp caïnh töù dieän naøo vuoâng goùc  
 
9 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’. Trong caùc ñöôøng thaúng döôùi ñaây , ñöôøng thaúng naøo vuoâng goùc 
vôùi maët phaúng (A’BD) ? 
a) AD                      b) AD’                          c) AB’                          d) AC’ 
 
10 . Cho hình choùp S.ABC coù : Hai maët phaúng (SAB) vaø (ABC) vuoâng goùc . Chaân ñöôøng cao cuûa hình 
choùp naèm ôû ñaâu ?  
a) treân ñöôøng thaúng BC                                       b) treân ñöôøng thaúng AC 
c) treân ñöôøng thaúng AB                                       d) mieàn trong tam giaùc ABC 
 
11 . Cho töù dieän ABCD coù : hai maët phaúng (ABC) vaø (ABD) cuøng vuoâng goùc vôùi (BCD) . Heä thöùc naøo 
döôùi ñaây luoân luoân ñuùng ? 
a) AC2 + BD2 = AD2 + BC2                                 b) AC2 + BD2 = AB2 + CD2

c) AD2 + BC2 = AB2 + CD2                                 d) BC2 + BD2 = CD2 . 
 
12 . Moät hình choùp töù giaùc ñeàu coù : caïnh ñaùy baèng a ; caïnh beân baèng b ; ñöôøng cao cuûa hình choùp baèng h . 
Heä thöùc naøo giöõa a , b , h döôùi ñaây ñuùng ? 
a) b2 = 2h2 + a2             b) 2b2 = 2h2 + a2             c) b2 = h2 + 2a2            d) b2 = h2 2 + a   
 
13 .Cho hình choùp S.ABC coù : ABC laø tam giaùc vuoâng taïi A ; SA = SB = SC = 3a ; ñöôøng cao hình choùp 
baèng a . Caïnh lôùn nhaát cuûa tam giaùc ABC gaàn baèng giaù trò naøo döôùi ñaây nhaát  ?   
a) 2,8a                          b) 5,2a                             c) 5,4a                          d) 5,6a 
 
14 . Cho hình hoäp chöõ nhaät ABCD.A’B’C’D’ coù : ABCD laø hình vuoâng ; ñöôøng cheùo AC’= 20cm ; AC’ taïo 
vôùi ñaùy (ABCD) moät goùc baèng 30o . Dieän tích hình vuoâng ABCD baèng : 
a) 75cm2                       b) 100cm2                          c) 125cm2                     d) moät ñaùp soá khaùc . 
 
15 . Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC  coù maët beân taïo vôùi ñaùy moät goùc baèng 300. Neáu dieän tích cuûa moät 
maët beân hình choùp baèng 30cm2 thì dieän tích ñaùy gaàn baèng giaù trò naøo döôùi ñaây nhaát ?  
a) 26cm2                       b) 72cm2                          c) 75cm2                      d) 78cm2

 
16 . Cho hình laêng truï ABC.A’B’C’ coù : ABC laø tam giaùc ñeàu caïnh baèng a ; tam giaùc A’AB cuõng laø tam 
giaùc ñeàu ; 2 maët phaúng (ABC) vaø (AA’B’B) vu6ng goùc . Khoûang caùch giöõa 2 maët phaúng (ABC) vaø 
(A’B’C’) gaàn baèng giaù trò naøo döôùi ñaây nhaát ? 
a) 0,5a                         b) 0,75a                            c) 0,85a                        d) 0,90a 
 
17 . Hình choùp S.ABCD coù : ABCD laø hình vuoâng caïnh baèng 2a ; SA vuoâng goùc vôùi (ABCD) vaø SA = x ; 
M , N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø SC . Neáu MN laø ñoïan vuoâng goùc chung cuûa AB vaø SC thì x baèng : 
a) 0,5a                         b) a                                   c) 1,5a                          d) moät ñaùp soá khaùc 
 
18 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ . Trong 4 maët phaúng döôùi ñaây , maët phaúng naøo vuoâng goùc vôùi 
maët phaúng (A’BD) ? 
a) (A’B’CD)               b) (C’BD)                         c) (A’C’B)                    d) (A’C’CA) 
 
19 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ vaø M laø trung ñieåm cuûa AA’ . Goùc giöõa 2 maët phaúng (ABCD) 
vaø (MBD) gaàn baèng goùc naøo döôùi ñaây nhaát ? 
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a) 35o                          b) 42o                             c) 50o                             d) 60o

 
20 . Cho hình choùp cuït ABC.A’B’C’. M, N , P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AA’ , BB’ , CC’. Neáu dieän tích 
cuûa caùc tam giaùc ABC , A’B’C’ laàn löôït baèng 36cm2 , 16cm2 thì dieän tích cuûa tam giaùc MNP baèng : 
a) 25cm2                    b) 26cm2                          c) 27cm2                       d) moät ñaùp soá khaùc 
 
21 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ , caïnh baèng a . Khoûang caùch giöõa 2 ñöôøng thaúng AD’ vaø A’B’ 
gaàn baèng gía trò naøo döôùi ñaây nhaát ?  
a) 0,68a                     b) 0,70a                            c) 0,72a                       d) 0,73a 
 
22 . Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD , caïnh ñaùy baèng a , dieän tích moät maët beân baèng 0,75a2 . Goùc cuûa 
maët beân taïo vôùi ñaùy gaàn baèng goùc naøo döôùi ñaây nhaát ?  
a) 700 30’                  b) 710                                c) 71030’                      d) 720

 
23 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’, caïnh baèng a , M, N , P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BC , CC’ , 

A’D’. Bieát raèng dieän tích tam giaùc MNP baèng 
2 3
4

a
 thì goùc giöõa 2 maët phaúng (MNP) vaø (ABCD) gaàn 

baèng goùc naøo döôùi ñaây nhaát ? 
a) 500                        b) 520                               c) 540                             d) 560  
 
24 . Cho hình laêng truï ñeàu ABC.A’B’C’ coù caïnh ñaùy vaø caïnh beân ñeàu baèng a . M , N laàn löôït laø trung 
ñieåm cuûa AC vaø CC’ .  Hình chieáu cuûa tam giaùc BMN xuoáng maêt phaúng (BCC’B’) coù dieän tích baèng bao 
nhieâu ? 

a) 
2 2 23 3) )

8 16 8
a a ab c                                 d) moät ñaùp soá khaùc 

 
25 . Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ , caïnh baèng a . M , N , P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB , AD , 

DD’ . Bieát raèng goùc giöõa 2 maët phaúng (MNP) vaø (ABCD) coù cosin baèng 
3

3
, dieän tích cuûa tam giaùc MNP 

baèng bao nhieâu ?  
2 2 23 3) ) )

4 4 6
a a aa b c                          d) moät ñaùp soá khaùc . 

 
B . Ñaùp  aùn  . 
 
1a      2b        3b       4c        5a       6b        7b      8c          9d          10c        
11a      12b    13d     14d     15d    16c       17b     18d       19a         20a         
21b       22a        23c     24b     25d  
 
C . Höôùng daãn . 

( ) ( )1 1' '
2 2

AO AB AC AB AC AA x= + = + + ⇒ =
JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJG 1

2
   1(a) . 

( ) ( )1 1 4 1;
3 2 3 3

1
3

AG AB AC AD AI AB AG AB AC AD= + + = + = + +
JJJG JJJG JJJG JJJG JJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

2(b) .  .  

Vaäy :( x + y + z ) = 2  
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( ) ( )
( )

( )

22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 13( ). ' '
3 3

1 ' 4 ( '. '. .
9

1 24 3 2
9 3

b AG AA AB AC AA AB AB AD

AG AG AA AB AD do AA AB AA AD AB AD

a a a a AG a

= + + = + + +

= = + + = = =

= + + = ⇒ =

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJJGJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
0)  

, ,BM BC BD
JJJJG JJJG JJJG

4( c) . Ñieåm M thuoäc (BCD) khi 3 vectô  ñoàng phaúng hay : 

BM mBC nBD= +
JJJJG JJJG JJJG

 . Theo heä thöùc xaùc ñònh M , ta coù :  

( ) ( )2 3

2 3 ( 4)

BM BA xAB BC BA BD BA

BM BC BD x BA

− = + − + − ⇔

= + + − −

JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJJG JJJG JJJG JJJG  

Vaäy M thuoäc (BCD) khi – x – 4 = 0  hay x = -- 4 . 

( ) ( )

2 2

1 1 15( ).
2 2 2

' ' ' ' ( ' ' ')
1. ' ( . . ' . ' '
2

a AI AB AC AB AB AD AB AD

A M xA B y A D xAB y A A A D

AI A M xa ya do AB AD AB A A AD A D

= + = + + = +

= + = + +

= + = =

JJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJJJG JJJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJJG

JJG JJJJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJ G 2 2 20; . ' ' )

' . ' 0 2 0

AB AD A D AB a

AI A M AI A M x y

= = = =

⊥ ⇔ = ⇔ + =

JJ JJJG JJJG JJJJJG

JJG JJJJJG

 

,AC BD
JJJG JJJG

  6(b)  Goïi x laø goùc cuûa 2 vectô 
Ta laïi coù :  

. ( ). . ( . 0)

. . . cos( , ) 1 1cos cos( , ) ( )

. . . 2 2

AC BD AB BC BD AB BD do BC BD

AC BD AB BD a a AB BDx AB BD hay
AC BD AC BD a a

= + = =

= = = = = −

G G JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJGJJJG

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

. . .( ) 0 . 0AB AC AB AD AB AD AC AB CD= ⇔ − = ⇔ =
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJ JJJ

 

Vaäy goùc cuûa 2 ñöôøng thaúng AB vaø BD baèng 60o .( vì x = 600 hay x = 1200 ) 
 
7(b) . AB vuoâng goùc vôùi SA neân AB vuoâng goùc vôùi (SAC) khi vaø chæ khi AB vuoâng goùc vôùi AC hay  
AC2 + AB2 = BC2 hay x2 + ( x + 1 )2 = ( x + 2 ) 2 . Suy ra :  
x2 – 2x – 3 = 0  . Vaäy x = 3 ( vì x = AB > 0)   
 
8( c) .  
Vaäy : AB vuoâng goùc vôùi CD . 

9(d ) .AD’ laø hình chieáu cuûa AC’ xuoáng (ADD’A’) , AD’ vuoâng goùc vôùi A’D neân AC’ vuoâng goùc vôùi A’D  
. Töông töï AC’ vuoâng goùc vôùi A’B . Vaäy AC’ vuoâng goùc vôùi (A’BD). 

10(c ) . Veõ SH vuoâng goùc vôùi AB ( H thuoäc AB) thì SH vuoâng goùc vôùi (ABC) ( vì (SAB) vuoâng goùc vôùi 
(ABC) ) . Vaäy SH laø ñöông cao cuûa hình choùp . Do ñoù chaân ñöôøng cao cuùa hình choùp thuoäc ñöôøng thaúng  
AB . 

11(a) . AB vuoâng goùc vôùi (BCD) ( giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng cuøng vuoâng goùc vôùi (BCD) Do ñoù : AC2 –  
BC2 = AB2 = AD2 – BD2 hay : AC2 + BD2 = AD2 + BC2  

12(b) . Goïi O laø taâm hình vuoâng ñaùy ABCD vaø S laø ñænh hình choùp ,  
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2 2 2 2 22( ) 2 2
2

ah b b h aTam giaùc vuoâng SOA cho : SO2 2 2 2⇔ = − ⇔ = + = SA  – OA   

13(d) . Veõ ñöôøng cao SH cuûa hình choùp : SH vuoâng goùc vôùi (ABC) . Ta coù : HA = HB = HC ( caùc tam giaùc 
vuoâng SHA , SHB , SHC baèng nhau ) neân H laø taâm ñöôøng troøn ngoïai tieáp tam giaùc ABC , nghóa laø H laø 
trung ñieåm cuûa BC . Maø BC laø caïnh lôùn nhaát vaø 

2 2 2 22 2 2 9 4 2 5,65BC HB SB SH a a a= = − = − = � a  A'
 
14(d) .  AC laø hình chieáu cuûa AC’ xuoáng maët phaúng ñaùy (ABCD) neân goùc 
C’AC laø goùc taïo bôûi AC’ vaø ñaùy (ABCD) :  
n

2 2

' 30

3'cos30 20. 10 3
2

2. 5 6
2

150

o

o

ABCD

C AC

AC AC

AB AC

S AB cm

=

= = =

= =

= =

  

 
15(d) . Goïi I laø trung ñieåm cuûa BC , ta coù :  
SI vuoâng goùc vôùi BC  ; AI vuoâng goùc vôùi BC ( O thuoäc AI ) . Goùc SIO laø 
goùc cuûa maët beân taïo vôùi  ñaùy . 

 

n

0

2 2

30

30 3cos30 15 3
2

3 45 3 77,9

o

OBC SBC

ABC OBC

SIO

S S

S S cm cm

=

= = =

= = �

 

 
16(c ). VeõA’I vuoâng goùc vôùiAB ( I thuoäc AB ) thì A’I vuoâng goùc vôùi (ABC) . 
Suy ra A’I laø khoûang caùch töø A’ ñeán (ABC) , cuõng laø khoûang caùch giöõa 2 maët 
phaúng (ABC) vaø (A’B’C’) . 
A’I laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc ñeàu A’AB neân : 

3' 0,866
2

aA I a= �  gaàn nhaát vôùi 0,85a . 

17(b) . ( xem hình ví duï 3 , phaàn khoûang caùch ) 
MN2 = MO2 + ON2 = a2 + x2 . 
SM2  = SA2 + AM2 = 4x2 + a2

( )2
22

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2
2

2 4
4 2

x aSCSN x a

SM SN MN x a a x x a x a

+⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠
= + ⇔ + = + + + ⇔ =

 

18(d) Ta coù: AC’ vuoâng goùc (A’BD) neân 2 maët phaúng (A’C’CA) vaø (A‘BD) vuoâng goùc.  
 
19(a). Ta coù : MO vaø AO cuøng vuoâng goùc vôùi BD ( MO trong (MBD) AO trong (ABCD) ) neân goùc MOA 
laø goùc giöõa 2 maët phaúng (MBD) vaø (ABCD) . 
n ntan 35 15'

2
oMA aMOA MOA

AO a
= = => = (gaàn baèng goùc 35o nhaát ) 

CB

C'

D'

B'

A D

S

CA
O I

B

C

A

B

A'

I

C' B'
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20(a) . Goïi a , b , x laàn löôït laø dieän tích cuûa caùc tam giaùc ABC , A’B’C’ , MNP vaø S laø ñænh hình choùp 
chöùa hình choùp cuït ABC.A’B’C’  , ta coù: 

( ) ( )

22 2 2

2

' 1 11 1
' 2 ' 4 ' 4

1 1 1 36 16 5 25
2 2 2

x SM SA SA SA a
b SA SA SA b

x a b x a b x cm
b b

⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = + ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞+

= ⇔ = + = + = ⇔ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

( do tæ soá dieän tích cuûa 2 tam giaùc ñoàng daïng baèng bình phöông tæ soá 
ñoàng daïng ) . 
 
21(b) .Ta coù : A’O’vöøa vuoâng goùc vôùi AD’ vaø A’B’ neân laø ñoïan vuoâng 
goùc chung cuûa AD’ vaø A’B’. 

2' ' 0,707
2

aA O a= �  

Ta coøn coù theå nhaän ñònh raèng : 
d (AD’, A’B’) = d( A’B’, (ABC’D’) ) = A’O’ 

22(a) . Hình chieáu cuûa moät maët beân xuoáng maët ñaùy laø moät tam giaùc baèng moät phaàn tö hình vuoâng . Goïi x 
laø goùc hôïp bôûi maët beân vaø ñaùy , ta coù :  

            
2

0
2

1
0,25 14cos 70 31'
0,75 3

D

MB

S ax x
S a

= = = ⇒ � n tích chieáu ) . 

NP coù hình chieáu xuoáng maët phaúng (ABCD) laø 

 ( theo ñònh lyù veà dieä

23(c ) .  Tam giaùc M
tam giaùc MCP’. 

2

'

2 2
0'

1 .
2 2 2 4

3 1cos : 54 45'
4 4 3

MCP

MCP

MNP

a aC a

S a ax x
S

=

= = = ⇒ �
 

( x laø goùc taïo bôûi (MNP) vaø (ABCD) ) 
 
4 (b ) . Veõ AH vuoâng goùc vôùi BC ( H thuoäc BC ) thì AH vuoâng goùc 

1 '.S MP M= =

2
vôùi (BCC’B’)  ( vì AH vuoâng goùc vôùi BC vaø BB’) . Veø MK vuoâng 
goùc vôùi BC ( K thuoäc BC ) thì MK vuoâng goùc vôùi (BCC’B’) : K laø 
hình chieáu cuûa M xuoáng ( BCC’B’) 
.Vaäy hình chieáu cuûa tam giaùc BMN 
xuoáng maët phaúng (BCC’B’) laø tam 
giaùc BNK . 

21 1 3 3. . .
2 2 2 4 16BNK

a a aS NC BK= = =   

 
25(d) .Tam giaùc MNP coù hình chieáu 
xuoáng maët phaúng (ABCD) laø tam 
giaùc DMN . 

BA

B'

D' C'

A'

O'
D C

BA

B'

D' C'

A'

CD

M

N

P

P'

A'

C'

B'

A B

C
HM

K

N

B'

A' D'

A

M

P

N

C'

D

B
C
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2

2

1 1. . . .
2 2 2 2 8
3 3. .

3 8

DMN

MNP DMN MNP DMN

a a aS MA DN

aS S S S

= = =

= ⇒ = =

 
3
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