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ương 1. Khoái ña dieän            Ch 1. Khoái ña dieän ương 
 

I. Khoái ña dieän loài . 
Khoái ña dieän (H) ñöôïc goïi laø loài khi ñoaïn thaúng noái hai 
ñieåm baát kyø cuûa (H) luoân thuoäc (H) . 
II. Khoái ña dieän ñeàu . 
Ñònh nghóa : Khoái ña dieän ñeàu laø khoái ña dieän loài coù caùc 
tính chaát sau : 

a) Moãi maët cuûa noù laø moät ña giaùc ñeàu p caïnh  
b) Moãi ñænh cuûa noù laø ñænh chung cuûa ñuùng q maët  

Khi ñoù , khoái ña dieän ñeàu naøy laø loaïi ña dieän ñeàu loaïi 

{ },p q .  II. Theå tích khoái choùp.               
Taát caû caùc maët cuûa moät khoái ña dieän ñeàu laø nhöõng ña giaùc 
ñeàu baèng nhau . 

Ñònh lyù : Theå tích khoái choùp baèng moät phaàn ba dieän tích 

ñaùy B nhaân vôùi chieàu cao h :   V
1
3

BhÑònh lyù : Chæ coù naêm loaïi ña dieän ñeàu goàm caùc loaïi { }3,3 ; 

{ }4,3  ; { }3,4  ; { }5,3  ; { }3,5 . 

Teân goïi  laàn löôït laø : khoái töù dieän ñeàu  ; khoái laäp phöông  ; 
khoái baùt dieän ñeàu  ; khoái möôøi hai maët ñeàu  ; khoái hai möôi 
maët ñeàu . 
 
2..  KHAÙI NIEÄM VEÀ THEÅ TÍCH CUÛA KHOÁI ÑA DIEÄN 
I .Theå tích khoái laêng truï . 
Ñònh lyù : Theå tích khoái laêng truï baèng dieän tích ñaùy B nhaân 
vôùi chieàu cao h :   VKLT = Bh . 
Ñaëc bieät : Theå tích cuûa khoái hình hoäp chöõ nhaät baèng tích ba 
kích thöôùc cuûa noù   VHHCN   = abc 
 
 

 
 
 

KC =  

 

 
Hình choùp ñeàu : laø hình choùp coù ñaùy laø ña giaùc ñeàu vaø 
chaân ñöôøng cao laø taâm O cuûa ñaùy. Trong hình choùp ñeàu: 
* Taát caø caïnh beân baèng nhau vaø hôïp vôùi ñaùy goùc α = SAO 
* Taát caø maët beân baèng nhau vaø hôïp vôùi ñaùy goùc  = SIO β
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* Keû B’H vuoâng goùc 
(ABC) : B’H laø ñöôøng 
cao  
* Khí ñoù goùc B’BH laø 
goùc caïnh beân vaø ñaùy. 
* Keû HI vuoâng goùc 
AB thì goùc B’IH laø 
goùc maët beân ABB’A’ 
vaø ñaùy 
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* Keû SH vuoâng 
goùc(ABC) : SH laø ñöôøng 
cao  
* Khí ñoù goùc SAH laø goùc 
caïnh beân SA vaø ñaùyABC 
* Keû HI vuoâng goùc   AB 
thì goùc SIH laø goùc maët 
beân SAB vaø ñaùy ABC. 

A

A

B

C

C
’

B
’

A
’

A

B C

D

’

B
’ C

’ 

D
’ 

b

c

a

LT ñeàu : 
Ñaùy laø ña 
giaùc ñeàu 
Caïnh beân 
vuoâng goùc 
ñaùy 
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Chöông 2. Khoái troøn xoay 
§1. MAËT CAÀU 
I. Maët caàu : M 

 

∈S(O ; R)  OM = R  
• Daây cung AB= 2r ñi qua taâm O laø moät ñöôøng kính 

cuûa maët caàu.  
• Maët caàu laø maët troøn xoay sinh bôûi nöûa ñöôøng troøn 

quay quanh ñöôøng kính cuûa nöûa ñöôøng troøn ñoù. 
II. Giao cuûa maët caàu vaø maët phaúng 
      Cho maët caàu S(O ;r) vaø maët phaúng (P) . Keû OH = h   ⊥  
(P). 
• neáu h > r : (P) khoâng caét maët caàu 
 neáu h = r : (P) tieáp xuùc vôùi maët caàu taïi H, H laø tieáp 

ñieåm vaø (
 OH  

P

= 

•
P) laø tieáp dieän cuûa maët caàu 

 xuùc  maët caàu S(O ; r) taïi H      Nhôù :(P) tieáp  ⊥  (P)
• neáu h < r : ( ) caét maët caàu theo 

ñöôøng troøn taâm H, baùn kính r’ 
2 2r h−   

Ñaëc eä
cuûa (P) 

Giao cuûa maët caàu vôùi ñöôøng thaúng.  

 bi t khi h = 0 thì giao tuyeán 
voái maët caàu laø ñöôøng troøn 

taâm O baùn kính r, goïi laø ñöôøng troøn 
lôùn 
III. 
Cho maët caàu S(O ;r) vaø ñöôøng thaúng Δ . Keû OH  = d  ⊥  
(P  

Neáu d > r thì Δ  khoâng caét maët caàu S(O ;r) 
).

• 
• Neáu d = r  thì Δ  tieáp xuùc vôùi maët caøu S(O ;r) taïi H vaø 

H laø tieáp ñieåm, ñöôøng thaúng Δ  goïi laø tieáp tuyeán cuûa 
maët caàu 
Neáu d < r •     thì S(O ;r) taïi hai ñieåm M , N  

voâ soá tieáp tuyeán cuûa (S) 

ñieåm thuoäc
oät

ñeàu

aët caàu noäi tieáp hình choùp ñeàu 

IV. Coâng thöùc tính dieän tích maët caàu vaø theå tích khoái 

S = 

 Δ  caét maët caàu 
       ñoái xöùng nhau qua H 
 
Nhaän xeùt : 
a. Qua ñieåm A  maët caàu S(O) coù ∈

naèm trong tieáp dieän taïi A. 
b.   Qua moät ñieåm A ngoøai 
maët caàu S(O) coù voâ soá 
tieáp tuyeán vôùi maët caàu ñaõ 
cho. Caùc tieáp  
m  ñöôøng troøn vaø caùch 

 ñieåm A. 
 
 

Maët caàu ngoaïi tieáp hình choùp ñeàu 

M

caàu 
 Dieän tích maët caàu baùn kính r : 24π r  

 Theå tích khoái caàu baùn kính r : V = 34
3
π r  

 
 
§2. MAËT TRUÏ 
1. Cho hai ñöôøng thaúng Δ  v

g r .K
aø l song song vôùi nhau vaø 

caùch nhau moät khoûan hi quay xung quanh Δ   
ñöôøng thaúng l sinh ra moät maët troøn xoay goïi laø maët truï 
troøn xoay (hay maët truï) . 

      Δ  : truïc,  l : ñöôøng sinh , r : baùn kính  . 
ùc 

vôùi truïc goïi laø hình truï.  
Khi h OO thì hai 

caïnh OM vaø O’M’ seõ taïo hai  hình troøn  ñaùy vaø  MM’  taïo 
 ra maët 

 

 hình truï  laø giôùi haïn cuûa dieän 
tích ung quanh hình laêng truï ñeàu noäi tieáp hình truï ñoù khi 
soá caïnh ñaùy taêng leân voâ haïn :  

            Sxq = 2

2. Hình giôùi haïn bôûi maët truï vaø hai maët phaúng vuoâng go

 quay hình chöõ nhaät OO’M’M  quan ’ 

xung quanh hình truï.   

 
ích khoái truï 3. Dieän tích hình truï vaø theå t

a. Dieän tích xung quanh cuûa
 x

π rh : r baùn kính, h : chieàu cao   

b. Theå tích  cuûa khoái truï laø giôùi haïn cuûa theå tích khoái laêng 
truï ñeàu noäi tieáp khoái truï ñoù khi soá caïnh ñaùy taêng leân voâ 
haïn 

   V = 2r hπ  

4. Hình caøu vaø hình truï. 
Goïi r vaø h laø baùn kính ñaùy vaø chieàu cao hình truï, R laø baùn 

caàu 
 = r 

kính maët 
•  Hình caâuø noäi  tieáp hình truï:    h  = 2R vaø R
 
•  Hình caàu ngoaïi tieáp hình tru: h2 + 4r2 = 4R2ï 
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• Taâm K laø giao ñieåm cuûa 
trung tröïc cuûa caïnh beân 
SA vaø ñöôøng cao SO 
• Baùn kính laø KS  
• Chuù yù hai tam giaùc ñoàng 
daïng SIK vaø SOA 
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• Taâm K laø giao ñieåm cuûa 
phaân giaùc cuûa goùc SIO vaø 
ñöôøng cao SO 
• Baùn kính laø KO  
•  Chuù yù tính chaát phaân giaùc 
cuûa tam giaùc SOI. 
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a.  Hình caâuø noäi  tieáp hình noùn:  §3. MAËT NOÙN 
1. Cho ñöôøng thaúng Δ  vaø l caét Δ  taïi O vaø khoâng vuoâng 

goùc Δ . .Khi quay xung quanh Δ   ñöôøng thaúng l sinh 
ra moät maët troøn xoay goïi laø maët noùnï troøn xoay (hay 
maët noùn) . 

      Δ  : truïc,  l : ñöôøng sinh , 
      goùc α cuûa l vaø Δ : nuûa goùc ñænh  
2. Hình giôùi haïn bôûi maët noùn vaø  maët phaúng vuoâng goùc 

Δ  goïi laø hình noùn.  
* Khi quay tam giaùc vuoâng SOM  quanh caïnh goùc 

vuoâng    
SO  thì  caïnh OM seõ taïo  hình troøn  ñaùy vaø  SM  taïo ra  
maët ình noùn .  
* K g quanh hình noùn quang moät 

öôøng  
moät hình quaït troøn baùn kính baèng ñöôøng  

goùc ô

 xung quanh cuûa  h
hai trieån maät xun

ñ
sinh ta ñöôïc 
sinh hình noùn vaø û taâm laø ϕ   . 

3.

di
khi 

            Sxq = 

 Dieän tích hình noùn vaø theå tích khoái noùnï 
a. Dieän tích xung quanh cuûa hình noùn  laø giôùi haïn cuûa 

eän tích xung quanh hình choùp ñeàu noäi tieáp hình noùn ñoù 
soá caïnh ñaùy taêng leân voâ haïn :  

π ra : r baùn kính, a : ñöôøng sinh   
b. Theå tích  cuûa khoái noùn laø giôùi haïn cuûa theå tích khoái 
choùpï ñeàu noäi tieáp khoái noùnï ñoù khi soá caïnh ñaùy taêng leân voâ 
haïn 

   V = π 21 r h
3

 

4. Hình caàu vaø hình noùn 
Goïi r vaø h laø baùn kính ñaùy vaø chieàu cao hình truï, R laø baùn 
kính maët caàu 
 

   R = baùn kính  ñöôøng troøn noäi  tieáp tam giaùc SAB => 
 

  SABS rhR = =  
2 2SABp h+ +r r

b.  Hình caàu ngoaïi tieáp hình noùn:  
Keû ñöôøng kính SS’= 2R vaø duøng heä thöùc löôïng trong tam 

iaùc vuoâng SAS’ :  r2 = h(2R – h) g
                        a2 = h. 2R  
  
3. Hình noùn  (r, h) ngoaïi 

tieáp  hình truïï(r’ , h’) 
       
O'M' SO' r ' h h '
OA SO r h

−
= => =  

 
 
 
 

ï ñoä khoâng gian Chöông 3. Phöông phaùp toa
 

§1. HEÄ TOÏA ÑOÄ KHOÂNG GIAN 
1. Heä truïc Oxyz :  

 • u (x;y;z) u x.i y.j z.k= <=> = + +  
•  M = (x ; y ; z)  

M x.iO y.j z.k= + +  
2. Coâng thöùc 
Cho a  =  (a1, a2, a3) vaø 

ø b = (b1, b2, b  ta coù  : 

•

3 3

a b
b a b 

1 1

3),

2 2

a b
a

=⎧
⎪= ⇔ =⎨  
⎪ =⎩

• a  ±  b  =  (a1  ±  b1 , a2 ±  b2 , a3 ±  b3) 

• k a  =  (ka1,ka2,ka3) vôùi k laø moät soá thöïc 

  
    
• a  vaø  b   vôùi 0b ≠
                                  

 cuøng phöông   
    ⇔  a1 = kb1 , a2 = kb2 ,a3 = kb3  

• AB  =(x  – xB A , y  – y , z  – z ) B A B A

• Tíc  voâ höôùng: a h .b = a b  + a b  + a b  1 1 2 2 3 3

•Ñoä daøi vectô :  2 2 2
1 2 3a a a a= + +  

• Khoaûng caùch  AB = 2 2 2( ) ( ) ( )− + − + −B A B A B Ax x y y z z  

• Goùc giöõa hai vectô      

                       1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos( , )
.

+ +
=

+ + + +

a b a b a ba b
a a a b b b

 

• Ñieàu kieän vuoâng goùc :   a b⊥ ⇔ a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0 

3. Tích coù höôùng cuûa hai vectô 
.Ñ n n h ca ò h ghóa : C o hai ve tô  

 u  =  (a, b, c) vaø v = (a’, b’,,c’)  

 Tích coù höôùng ( hay tích vectô) cuûa hai vectô   

i

u  vaø v  laø 

vectô  kí h eäu laø ][ ,u v   hoaëc  (u v∧ ) coù toïa ñoä laø :  

 [ , ]u v ca ’ ’= (b ’ – ’c, ’  cc b  – a , ab; - a b). 

=  ; ;
' '' ' ' '

⎜ ⎟⎜ ⎟
b c c

a bb c c
⎛ a b ⎞

⎠

a
a⎝

 

         

k i j
Chuù yù : 

[ , ] ;[ , ]i j k j k  ;i [ , ]= = =  

ûa tích vectô : 
a)

 
b.Tính chaát cu

 [ , ] [ , ]= −u v v u  

   b) [ , ] ; [ , ]⊥ ⊥u v u u v :    v c laø ,töù

0          , . , .u v u u v v⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
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   cuøng phöông  [ , ] 0 c)  u  , v ⇔ =u v    

   d)  [ , ] . .sin( , )a b a b a b=  

 
c uûa tích coù höôùng:  . ÖÙng duïng c

• Dieän tích hình bình haønh ABCD laø SABCD = [ , ]AB AD  

• Dieän tích tam giaùc ABC laø SA= 
1 [ ,AB AC]
2

 

•  , va  phaúng  c  ñoàng phaúng  a  b  ø c  ñoàng  [ , ]. 0a b c = [ , ]. 0a b c =  
•  The p ABCD.A’å tích khoái hoä B’C’D’ 

ABCD.A’B’C’D’ =   laø V [ , ]. 'AB AD AA  

  V  = • ABCD
1

6/ .[AB,AC].AD  

4. Phöông trình maët caàu  
a. Trong khoâng gian Oxyz , phöông trình maët caàu taâm 
I(a;b;c) baùn kính R coù phöông trình laø ; 

2 + (z – c)2 =     (x – a)2 + (y – b) R2

b
 x

. Trong khoâng gian Oxyz moïi phöông trình : 
2 + y2 + z2 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 vôùi  a2 + b2 + c2 – d > 

0 l
    

aø phöông trình maët caàu * taâm I (a ; b ; c) ,  
                                     * baùn kính R =  
2 2 2a  + b  + c  - d          

2. PHÖÔNG TRÌNH MAËT PHAÚNG  
ctô phaùp tuyeán của mặt phẳng laø vectô n ≠ 0  coù 

 
§
1. Ve

ù â ùcgia vuong go  với mặt phẳng (α ) . 
• Quy taéc : Neáu a  vaø b  coù giaù song song hoaëc naèm 

trong m hẳặt p ng (α ) thì n  = [
phaùp tuyeán c

a , b ] laø một vectô 
ủa (α ). 

 

 
2.. Cho mặt phẳng (α  ) qua M0(x0 ; y0 ; z0) vaø coù vect
phaùp tuyeán n

ô 
 = (A ; B; C) , thế thì :  

M ; (x ; y z) ∈ (α )  A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0 
   
 Ax + By + Cz + D = 0 (1) ( v i A2 + B2 + Cớ 2 ≠ 0 )  

(1) laø phương trình tổng quaùt của mặt phẳng .  
⊥  n• Mặt phẳng Ax + By + Cz + D = 0   

• Phương trình mặt phẳng 
y ;z )

 = (A ; B ;C) 

⎧⎪
⎨  laø  0 0 0 0qua M (x ;

VTPT n (A;B;C)⎪⎩
A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0  
 
3. C  t
• 

aùc rường hợp rieâng. 
(α ) qua goác O  

 (         α ): Ax + By + Cz = 0  
• (α )  // Ox  (α ) : By + Cz + D = 0  
 (• α ) ⊥  Ox  (α ): Ax + D = 0  
• (α  ) qua A(a ; 0  0) , B(0 ; b ; 0) , C(0 ; 0 ; c)  

 (

 ;

α ) : 
x y z 1
a b c
+ + =   

3.. Vò trí töông ñoái giöõa 2 maët phaúng . 
Cho (α ) : Ax + By + Cz + D = 0 vaø 
     (α ’ ) :  A’x + B’y + C’z + D’ = 0  
1. (α ) , (α  ‘) caét nhau  A : B : C ≠  A’  B’ : C’:

(

  

2. α  ) // (α  ‘ )  
A B C D
A' B'

=
C' D'

= ≠   

3. (α  ) , (α  ‘ ) truøng nhau  
A B C D
A' B' C' D'

= = =  

2. (α  ) ⊥   (β  )  AA’ + BB’ + CC’ = 0  

x0 ; y0 ; z0) 
ế

4. Khoaûng caùch töø ñieåm M(
 ñ n mặt phẳng (α ):   
d(M, (α  )) = MH   
 

 =  0 0 0A By Cz D
2 2 2A B C

x + + +

+ +
  

 
 

 
§3. ÑƯờNG THẳNG TRONG KHOÂNG GIAN  
1. Ñònh lí  : Δ  laø ñường thẳng  qua M

ph u
0(x0 ; y0 ; z0) vaø coù 

vectô chæ ương  = c )  , th thì :  (a ; b ; ế 

M(x ; y ; z) ∈ Δ   y y bt
ct

0

0

0z z

x x at= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

 (a2 2 + c2      (1)  + b ≠  0)

 phương trình tham soá của ñường 
ngthẳ  Δ   

• (1)  

0 0 0

2 3a1a a
x x y y z z− − −

= =  

phương trình chính taéc của 
Δ . 

  
2. Vò trí töông ñoái của 2 ñường thẳng  

Ch ường thẳngo ñ  Δ 1  : 1 1 1 1qua M (x ;y ;z )

VTCP a

⎧⎪
⎨
⎪⎩

vaø    

Δ 2 : 2 2 2 2

VTCP b
⎪
⎨
⎪⎩

 qua M (x ;y ;z )⎧

Tính toïa ñoä vecto 1 2M M  

•  a  , b  v ø 1 2Ma M  cuøng phươ

nhau 

ng  Δ 1 vaø Δ 2 truøng 

• a  , b  cuøng phương vaø khoâng cuøng phương  1 2M M  

 Δ 1 vaø Δ 2 song song  

• [ a , b ]. 1 2M M  =  0  Δ 1 vaø Δ 2 caét nhau   

• [ a , b ]. 1 2M M  ≠ 0  Δ 1 vaø Δ 2 cheùo nhau 

Ngo  theå giaûi vị trí töông ñoái 
củ phaùp ñaïi soá laø giaûi heä 

hươ  trình tham soá của chuùng. Khi ñoù :  

aøi phưong phaùp vectô , ta coù
a 2 ñường thẳng baèng phưong 

ngp
• Δ 1 // Δ 2  ø 2 vectô chæ phương

vaø heä voâ nghiệm  
  cuøng phương 

• Δ 1  vaø  Δ 2 che  chæ pùo nhau  2 vectô hương  
khoâng cuøng phương vaø heä voâ nghiệm  

 • Δ 1 ,Δ 2 caét nhau  heä coù nghiệm duy nhaát  
 • Δ 1 , Δ 2 truøng u  heä coù voâ soá nghiệm  
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3. V rí töông ñoái  . 
Cho mặt phẳng (
phaùp tuyeán (A ; B; C) 

vaø ñường thẳng d :

ò t  của  ñường thẳng vaø mặt phẳng
α ) : Ax + By + Cz + D = 0  (1) ; vectô 

n  = 

 
0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

 (2) qua M(x0 ; y0 ; z0) vaø 

vectô chæ phương 1  ; a2 ; a3)  
Theá (1) vaøo (2) ta ñöôïc phương trình tính tham soá t öùng với 
giao ñieåm của ø d . 

• (  vaø d caét nhau  phương t
duy nhaát 

• (  vaø d song song   phương trình aån t voâ 

goaøi phưong phaùp ñaïi soá , ta coù theå giaûi baèng phưong 
haùp vectô nhö sau: 

 

 

 

 
 

 a = (a

(α ) va
α ) rình aån t coù nghiệm 

α )
nghiệm  

• (α ) chöùa  d   phương trình aån t coù voâ soá 
nghiệm  

 
N
p
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

• (α ) caét d  n  . a  ≠ 0( n  vaø a  khoâng vuoâng goùc 

• 

) 

(α ) //  d 0⎧ 
M ( )

 n . a =⎪
⎨

∉ α⎪⎩
 

•  (α ) chöùa  n . a 0d   
M ( )

⎧ =⎪
⎨

∈ α⎪⎩
 

. Khoaûng caùch :  

. Cho 
4
a Δ   qua A vaø coù vectô chæ 

höông p a  thì : 

(M,d  Δ  ) = MH = 
| [AM,a] |

| a |
 

b. Cho Δ  : 
qua A

VTCP a

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ø 

Δ ‘  : 
quaA '

VTCP a'

⎧⎪
⎨
⎪⎩

  

 khoaûng caùch  

 ( d Δ , Δ  ‘) = 
| [a, a'].AA ' |

| [a, '] |a
  

 
Chuù  : eáu yù N  goïi α  laø maët 
phaú g quan  Δ ’ vaø song  
song vôùi Δ  thì : 
 
 d(Δ , Δ  ‘) = AH =  d(A, α  )   
vôùi A laø ñieåm baát kì cuûa a.  

    

 

 

 
 
 

Vaø nhieàu ñieàu khaùc nöõa . . . 
Haõy böôùc vaøo: 

 
www.saosangsong.com.vn 
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