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Chuong III : QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN
§1. Vectd trong khong gian

A . Tém tit gido khoa .
Vecto, cdc phép téan vectd trong khong gian dugc dinh nghia hoan tdoan gidng nhu trong hinh hoc phing
va ching ciing ¢6 cdc tinh chat twong ty . Ta chi xét mdt s6 tinh chat clia vecto trong khong gian .

1. Su dong phiing cia cédc vectd .
Dinh nghia : Ba vecto goi 12 ddng phing khi ba dudng thing chita ba vecto nay cling song song v6i mot
mit phing .

2. Piéu kién dé€ ba vecto dong phing :
binh 1y 1 : Ba vectd ZZ,B,E d6ng phéng khi va chi khi ¢6 cdc s6 m, n sao cho ¢ =ma+nb .Cicsém s
n 12 duy nhat .

Heé qud 1: N&utacé: ma+nb+ pc=0 va mdt trong ba s6 m, n, p khdc O thi ba vectd a,b,c dong
phéng .

Hé qud 2 : Néu Zz, l;, ¢ 1a ba vecto khong dong phing va ma+ nb + pZ’ =0 thita suy radugcm=n=p
=0.

Pinh1y 2 : N&u a,b,c 1a ba vectd khong ddéng phing va d 13 mdt vectd bat ky thi ta ludn ludn c6 :
3:m5+n5+p2 va cdc s6 m, n, pla duy nhat.

B . Gidi téan.

Dang téan 1 : St dung ciac phép téan vé vectd va cac tinh chat |
Cannhd :

& Quy tic ba diém : Vi moiba diém A, B,Ctacé: AC = AB+BC ; AC = BC — BA
& 11a trung diém cia doan MN < IM +IN =0 < OM +ON =201 ,YO .

J Badiém A, B, C thing hang & AB=kAC .

& Cic cong thic vé tich vd huéng :

AB? = 4B : 21.13=\24.\13\cos(5,13) ralbeab=0

a(b+c)=ab+ac ..

Vidu 1: Cho t dién ABCD .1, J14n lugt 12 trung diém ctia AB va CD . Chitng minh riing :
U
1 == (4C+ 4D~ 4B)

Giai :
Tacé: ILJ=AJ— Al (quy ticba diém) ma :
Ifz%(%+@),/l—l:%ﬁ ( quy tic trung di€m ) nén

~

=%(AC+AD—AB) .
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Vi du 2 : Cho hinh hop ABCD.A’B’C’D’ . Pudng chéo AC’ cit mit phing (A’BD) tai G, . Chitng minh
ring G, 1 trong tim clia tagidc A’BD .

Giai :

Goi G 1a trong tAm tam gidc A’BD , ta chi can chitng minh A, G, C’
thing hang thi G, s& tring v6i G ( vi cling 12 giao diém clia dudng
thing AC’ v6i mit phing ( A’BD)) va bai téan dugc chitng minh .

nmiﬁﬂﬁﬂﬁzamﬁz?ﬂﬂﬂhﬂbm

AB+AD = AC nén
AA'+ AB+ AD=AA'+ AC=AA'+ A'C'= AC" . Vay :

1——' 2 2
AG :EAC'hay ba difm A , G, C’ thang hang .

Vi du 3 : Cho t dién ABCD . E, F la nhitng di€m xdc dinh bdi : BE = kBC; AF =k AD . Chiing minh
ring trung di€m clia cdc doan AB , CD , EF thing hang .

Giai :
Goil,J, K1an lugt 1a trung di€ém cia AB , CD , EF .Ta c6
— 1
I =—(1D+1C)
2

I :%(]E+]F) ;(ﬁs+ﬁ+ﬁ+ﬁ)

( BC+kAD) (doIA+1B =0)

k(e -15+1p-1)

Nl»‘ l\)

( C+ID)(doIA+IB 0)

=klJ
Vay1,J, K thing hang .

Vidu 4 : Cho t dién ABCD ¢6 : AB=2a;CD=2b;I,J1an lugt 1a trung di€ém cia AB , CD va 1] = 2c .
M 1a mot di€m bat ky . Chiing minh riing :
a) MA? + MB? = 2MI” + 2a°.
b) MA? + MB? + MC? + MD? = 4MG” + 2( a’+ b*+2 ¢*) G Ia trong tim cla t dién ). Suy ra vi tri clia
diém M dé ( MA*+ MB*+ MC?*+ MD?) dat gid tri nhd nhit .

Giai :
a)Tacé:
MA? = MA" = (MI +TA)? = MI? + 14% + 2MI 1A
MB? = MB" = (MI + IB)? = MI? + IB® + 2MI.IB
MA? + MB? = 2MI? +2a* + 2MI(IA+ IB) (doIA = IB = a)
= 2MI? +24a* (do 1A+ 1B =0)
b) Tuong ty : MC*+ MD* = 2MJ* + 2b° .
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Suy ra : MA+ MB”+ MC?*+ MD? = 2( MI* + MJ?) + 2( a® + b* ) . Ma MI* + MJ* = 2MG*+2¢”
( chitng minh tudng ty nhu ciu a) .
Viy : MA’+ MB%+ MC*+ MD” = 2( 2MG*+ 2¢* ) + 2(a> + b ) = 4MG” + 2(a> + b* + 2¢%) .
Do d6 : MA*+ MB*+ MC*+ MD? > 2(a® + b* +2¢?) . Dau “=” xay ra khi MG = 0 hay M triing v6i G .
Tém lai ( MA*+ MB*+ MC*+MD? ) dat gid tri nhd nha't khi di€m M triing v6i trong tim ca tif dién .

Vidu 5 : Cho hinh hop ABCD.A’B’C’D’,c6 B’C’ =CD . M, N 1a hai di€m luu dong 1an lugt trén hai
canh B’C’ va CD sao cho B’M = CN . E 13 tAm ctia mit BCC’B’ va I 1a trung di€m ctia MN .
Biéu thi vecto EI theo haivectd B'C',CD . Suy ra ring diém I luu dong trén mot dudng thing cd
dinh .

Giai :
Tacé: B'M =kB'C"; CN = kCD ( vectd ciing phuong va do BPM =CN ; B’C’ =CD)

ﬁ:%(m+ﬁv>:%(E—mr-mfmm:%(—B'Mm(@ﬁw—cz@
1 — g 1 DU

Ma: B'C'+CD=BC+CD=BD= EI zékﬁ) ,nén diém I luvu dong trén dudng thing qua E va

song song véi BD .

‘Dang téan 2 : Chiing minh ba vectd dong phing ‘

Siwr dung dinh 1i 1.

Vidu 1 : Cho hinh hop ABCD.A’B’C’D’ . M, N 1an lugt 1a trung di€m ctia AD va C'D’
Chitng minh riing ba vectd MN, AC"',DD" ddng phing .

Gidi :Ta c6 :

sz:fu_ﬁ);m:ﬁ_m=%(Acv+AD-)_%@=%Tc-_l

Theo dinh 1y 1, ba vectd MN,AC',DD" ddng phing

Vidu 2 : Cho 4 vecto &,B,E,Ei thda :
a+2b+3c+2d =0 (1)
2a—-5b-Tc+7d =0 (2)
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. Chitng minh ring ba vectd Z;,E,g ddng phing .

Gidi :
() cho:2a =—-4b—6¢—4d ; (2) cho:2a=5b+Tc—7d

Suyra:—4l3—62—42:513+7E—73<:>l;:—§2+%3

Vay ba vects b,c,d ddng phing.

Vi du 3 : Cho hai nita dudng thing Ax , By chéo nhau . M, N 1 hai diém lvu dong 1an lugt trén Ax va
By ; E,114an lugt 14 trung di€m cla AB vi MN . Chitng minh riing diém I nim trong mdt mit phing c&
dinh .

Giai :
Goi Zz,l; 1an lugt 1a cdc vectd chi phuong cia Ax , By , Ta c6 :

A X
— 1
El =—
2

:%(erEﬁ)(doE“A@E:ﬁ)

(m+m=%@+m+ﬁ+m

ma : AM =ka X ﬁv:k'l;:ﬁ:§5+k?l; . Vay ba vectg

El , a ,l; ddng phing hay ba dudng thing E I, Ax , By ciing song song
v6i mot mit phing hay duong thing EI nim trong mit phing (P ) qua
E va song song vdi hai dudng thing Ax , By . Vay di€m I nim trong
mit phing (P ) cd dinh .

Vidu 4 : Cho tt dién ABCD va cdc diém M , N dinh béi :
AM =2A4B-3A4C (1);DN = DB +xDC (2) .

a) Cac di€ém M , N thudc cdc mit phing nao cla t& dién ?

b) Pinh x d€ cdc dudng thing AD , BC , MN ciing song song v6i mot mit phing .

Giai :
a) (1) cho: 3 vectd AM ) E,E dong phﬁng . Vay M thudc mit phflng (ABC).
(2) cho : 3vectd DN , DB , DC dong phzzlng . Vay N thudc mit phezlng (BDC) .
b) Ta cAn dinh x d€ 3 vects MN, AD,BC déng phing. (1)cho:
AM =248 ~3( 4B+ BC)=-AB-3BC
(2)cho: AN — AD = AB — AD + x(DA+ AB + BC) <
AN =1+ x)AB — 1+ x)AD + xBC
Suy ra MN = AN — AM = (2+x)AB — (1+ x)AD + (x + 3) BC
Vay 3 vects MN , AD,BC ddng phdngkhi2+x=0hayx=-2.
C .Baitaprenluyén.
3.1 .Cho hai tit dién ABCD , A’B’C’D’ ¢6 trong tim Ian lugt 1a G, G* . Chitng minh ring :
AA'+ BB'+CC'+ DD'=4GG". Suy ra diéu kién d€ hai tif dién trén c6 cling trong tim .
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3.2 . Cho tit dién ABCD . Tim quy tich nhitng di€ém M thda diéu kién :
MZ+M§+M€+MB\ =\Z§+Z€:\
3.3 . Cho tit dién ABCD . Goi G 1a trong tAim tam gidc BCD . va O Ia trung diém ctia AG .
a) Chitng minh hé thitc : 304+ OB +0C+0D =0
b) M 12 mot diém bat ky, chitng minh riing :
3MA* + MB® + MC? + MD?* = 6MO?* +304% + OB* + OC? + OD” . Suy ra vi tri ciia di€ém M dé biéu
thitc (3MA*+ MB? + MC? + MD?) dat gi4 tri nhd nhat .

3.4 . Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la mdt hinh binh hanh , tim 12 O . 113 trung diém ctia SO va
diém E théa SE = xSC . Pinh x dé ba di€ém A , E , I thing hang .

3.5 . Cho tit diéen ABCD . M, N 1an lyot 12 trung diém ctia AB va CD . P, Q 1a cdc diém dinh béi :
BP =kBC ; A—Q =kAD . Ching minh ring ba vectd W,W,M—Q ddng phing .

3.6 . Cho hinh hgp ABCD.A’B’C’D’. M, N 1an lugt 1a trung diém ctia CD va DD’ ; G, G’ 1an lugt 1a
trong tAm ctia cdc tt dién A’D’MN va BCC’D’ . Chitng minh ring GG’ song song vdi mit phing
(ABB’A’)

Huéng d?ln_— Dép_sﬁ'._ - . .
31.VT=4G+GG'+G'A'+..=4GG " +(G' A'+..) - (GA+..) = 4GG"

3.2.Goi G 14 trong tim cia tf dién va E 1a diém thda : AE = AB+ AC ,G,E ¢6 dinh. Ta c6 :
‘4M—G‘:‘A_E:‘©GM:%AE . Vay quy tich ctia M 12 mit cAu tim G ban kinh biing mot phan tu doan
AE.

33.a) VT =3(04+0G) =0

MA* =MA = (MO +04)? = MO? + OA4* + 2MO.OA.

b) I,
VT = 6MO? +30A4° + OB + OC? + OD* + 2MO(304 + OB+ OC + OD) = VP

34 Al =+ AS+1a0=275+1ac
2 2 2 4

S?zxﬁ@ﬁ—zg:x(ﬁ—ﬁ)@ﬁ:(l—x)zg+x2(.f

AE = kAl < =

3.5.MN=%(MC+MD)
BP = kBC < MP—MB = k(MC — MB) < MP = (1—k)MB + kMC
. MO =Q1-k)MA+kMD
MP + MQ = (1— k)(MA + MB) + k(MC + MD) = k(MC + MD) (do MA + MB = 0)

Suyra:M—N=%W+%M—§2
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3.6.GT;'=TG'—TG=%(W+AN+AA'+AD'—AB—AC'—AC—TD')
3| 3 (A€ 4D+ 4D+ 4D+ A~ 48 (4B + 4D+ A') - AC |
Y s lap-ac) |--tap+ e - -1 aB+ 2Ba
4 2 2 2 2 8
Vay ba dudng thing GG’ , AB, BA’ cling song song véi mdt mit phang . Ma G khong thudc mit phiang (
ABB’A’ ) nén GG’ song song v6i mit phang nay .

§2 . Hai dudng thing vudng géc véi nhau .

A . Tém tit gido khoa .
1. Géc ctia hai dudng thing : Géc ciia hai dudng thing D, D’ 1a géc giita hai dudng thing d , d” ciing di
qua mot di€m va 14an lugt song song v6i D va D’ .

d
o Nhu th€ , d€ ¢6 géc ctia D, D’ ta ¢6 thé 14y O thudce D va qua
D
© O vé d’ song song vdi D’.
3 Géc(D,D’ )= géc (D,d)

2 . Hai dudng thiing vudng géc véi nhau : Hai dudng thing goi 12 vudng géc v6i nhau khi géc clia ching
bing 90° .

B . Gidi téan .

Vidu 1: Cho tif dién ABCD ¢6 AB=CD ; E, Flin lugt 13 trung diém
BC va AD . Chitng minh riing : géc (AB , EF) = géc (CD , EF) .

Giai :

V& EG song song véi AB , ta ¢6 : G 12 trung diém ctia AC (vi EG la
dudng trung binh cta tam giac ABC ) va géc (AB, EF) = géc (EG,EF).
Ta ciing c6 : goc (CD, EF) = géc (FG, EF) ( vi FG song song v6i CD ) .

.1 1
Ta lai ¢6 : EG = FG ( cung bang EAB = ECD) . Suy ra : tam gidc GEF

can,do do : goéc (EG, EF) = géc (FG, EF) . Vay géc (AB, EF) = géc (CD , EF) .

Vidu 2 : Cho t¢ dién ABCD ¢6 : AB =5cm ; AC = 7cm ; BD = /57¢m ; CD = 9cm .Chitng minh ring
hai dudng thing BC va AD vudng géc .

Giai :
Tac6: BC.AD :ﬁé(Ef)—EZ) =BC.BD—BC.BA .Ma :

CD?=CD’ = (@—B—C)Z — BD?+BC?-2BC.BD < BC.BD =%(BCZ +BD* —CD?)
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Tuong tu : BC.BA = %(BC2 +BA? - CAZ) .Suyra:

BC.AD =1(BD2 +BC? - CDZ)—E(BA2 +BC? - CAZ)
2 2

:%(BDZMCZ_CDZ _ABZ):%(57+49—81—25)=0

Vay hai duding thing BC va AD vudng géc .

Vidu 3 : Cho tif dién déu ABCD ( tif dién c6 tA't ci cdc canh bing nhau ), G 12 tAm clia tam gidc BCD .
a) Chiing minh ring AG vudng géc v6i CD .
b) M 1a trung di€m ctia CD , tinh géc ctia AC va BM ,

Giai :
a) G ciling 12 trong tAm cta tam gidc BCD nén : AG = %(ZB +AC+ ZB) .
AG D = 464D~ 4C) =< (B.AD+ ACAD+ 4D’ ~ABAC - AC ~ ADAC) =0

2

—_—— —2 ——2

(do AB.AD = AC.AD = AB.AC = a.a.cos60° = %; AD =AC =d?)
(ala canh cia t dién déu ) . Vay AG vudng géc v6i CD .

b) V& MN song song v6i AC , ta ¢6 : N 1a trung di€m ctia AD ( vi

MN Ia dudng trung binh cia tam gidc ACD) va géc (AC, BM) = géc
(MN, BM) . Trong tam gidc BMN, ta c6 :

MN :%;BM =BN = § ( dudng cao tam gidc déu ) . Pinh 1y B
cosin cho :
cos BaTy - BMC+MN*—BN* _ MN _  a =£:>
2BM .MN 2BM  24\3 6
BMN =7313'

Vay géc clia hai dudng thing AC va BM biing 73°13’ .

C.Baitaprenluyén.
3.7.Cho tt dién ABCD c6 : AB 1 CD; AC 1. BD. Chiing minh rdang : AD 1 BC.

3.8 . Cho hinh ling tru tam gidc ABC.A’B’C’ c6 ti't c4 cdc canh déu biing a va : B'BA=B'BC=60".
Chitng minh ring : AB vudng géc v6i B'C .

3.9 Cho td dién ABCD ¢6 : AB = AC = AD = a ; BAC = BAD =60° ; CAD =90° .Tinh géc ciia hai
dudng thing AB va DM (M Ia trung diém ctia BC) .

D . Huéng din — P4p s6 .

3.74B.CD+ AC.DB+ AD.BC =

AB.AD - AB.AC+ AC.AB— AC.AD+ AD.AC—- AD.AB=0
ma : AB.CD=0; AC.DB = O.Suyra:ﬂ).ﬁf =0 . Vay AD vudng géc v6i BC .
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3.8 . Tam gidc ABB’ 1 tam gidc déu ( tam gidc cAn c6 mdt géc biing 60°) . Tuong tu, tam gidc BB’C
ciing 1a tam gidc déu . Ta c6 : CB'.AB=CB'CB—CB'CA=a.acos60° —a.acos60’ =0.

Viy AB vudng géc v6i B’C .

3.9 . Céc tam gidc ABC, ABD la tam gidc déu .C4c tam gidac ADC , BDC lan lugt vudng tai A va B . V&

MN song song véi AB , ta ¢6 : N 1a trung di€m ctia AC .
géc (AB, DM) = géc (MN, DM) va

f 2
MN:%;DM:DN: %+a2 zé . Pinh 1y cosin cho :

DN’= DM*+MN? — 2DM. MN cosDMN hay
—— MN a \/g

COSDMN = — -2 N2
2DM 245 10
DMN =T77°4"

§3. Pudng thing vudng géc véi mit phang|
A . Tém tit gido khoa .

1 . Pinh nghia : Mot dudng thing goi 1a vudng géc v6i mdt mit phang khi né vudng géc v6i moi dudng
thing nim trong mit phing d6

2. Pinh Iy 1 : Néu mot dudng thing vudng géc véi hai dudng
thing cdt nhau nim trong mdt mit phing thi né s& vuong géc vdi

d
mit phing d6 .
Hé qui 1 : Qua mot diém cho trudc , ¢ va chi c6 mot mit phing i
vuong géc véi mot dudng thing cho sin . X |
Hé qua 2 : Qua mot di€m cho trudc , c6 va chi ¢6 mot dudng thing P :

vudng géc véi mot mit phing cho sin .

3. Lién hé giita quan hé song song va quan hé vudng géc clia

dudng thing va mit phiing .

Pinh Iy 2 : C6 hai dudng thing song song , Mit phing nio vudng géc v6i mot trong hai dudng thing thi
ciing vudng géc véi dudng thing kia .

Pinh Iy 3 : C6 hai mit phing song song . Pudng thing nao vudng géc v6i mot trong hai mit phing thi
ciing vuong géc v6i mit phing kia

Pinh Iy 4 : Hai dudng thing phin biét cling vudng géc vdi
mot mit phing thi song song v6i nhau .

Pinh Iy 5 : Hai mit phing phan biét cling vuong géc véi
mot dudng thiang thi song song v4i nhau .

Pinh 1y 6 : Cé mot dudng thﬁng a va mOt mat phfmg P
song song vdi nhau . Pudng thing d nao vudng géc véi
mit phing (P) thi ciing vudng géc vdi dudng thing a .

a
Pinh Iy 7 : C6 mot dudng thing a va mot mit phing (P) khong chia a . / d
N&u a va (P) ciing vudng géc v6i mot dudng thing thi a va (P) song
song v&i nhau .
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4 . Pinh ly ba duéng vudng goc . a

a) Phép chi€u vudng géc : Phép chi€u 1én mit phang (P) theo phuong d

vudng gbc vdi (P) goi 1a phép chi€u vudng géc .

b) Pinh Iy ba duong vuéng géc : Cho duding thing a c6 hinh chi€u 1&én mit a

phing (P) 12 dudng thing a’va b 12 mot dudng thing niim trong (P) .
vudng vdi a khi va chi khi b vudng géc véia’ |.

5. Géc giita dudng thing va mat phiang : Géc giita dudng thing d va mat
phing (P) 1a géc giita dudng thing d va dudng thing d’ 12 hinh chi€u vudng
gécciadlén (P). |
Néu d vudng géc véi (P) thi géc gitta d va (P) bing 90°.

6 . Mt phing trung truc : A
& Mit phing trung tric cia mot doan thing 12 mit phing qua trung
di€m clia doan thing nay va vudng géc v6i doan thing do .
& Mit phing trung truc clia doan thing AB 1 tip hdp cdc diém cich
déu hai diém A, B

7 . Truc cia mot dudng tron :
& Truc cia dudng tron 1a dudng thing vudng géc v6i mit phing chita dudng tron tai tim cia dudng
tron do
& Truc cda dudng tron (ABC) 1a tip hop cic di€m cich déu ba difm A ,B,C.

B . Gidi téan.

‘Dang téan 1 : Chitng minh mot dudng thing vudng géc véi mot miit phiing .

% Ta chi cAn chitng minh dudng thing nay vudng géc vdi hai dudng thing cit nhau va nim trong
mit phing 4y .

Vidu 1 : Cho hinh chép S.ABCD , ddy la hinh thoi c6 tim 12 O va SA=SC;SB=SD.
Chitng minh ring SO vudng géc v6i mit phing (ABCD) va AC vudng géc vdi mit phing (SBD) .

Giai :
\Tacé: SO L AC (1) (tam gidc SAC can, trung tuyén SO ciing 12
dudng cao)
SO 1 BD (2) (Tam gidc SBD can, trung tuyén SO ciing 1a
dudng cao)
(1)va(2)cho: SO 1 (4ABCD).
Ta ciingc6: BD 1 AC (3) ( dudng chéo ctia hinh thoi)
(1)va(3)cho: AC 1 (SBD)
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Vidu 2 : Cho tt dién ABCD ¢6: AB L CD ; AC L BD . Chiing minh ring chan dudng vudng goc vé tir
A xudng mit phang (BCD)1a truc tAm clia tam gidc BCD .

Giai :

Vé AH L (BCD) ;H e mp(BCD) , ta c6 :
AHLCD(1);AB L CD(2) (gt)

(1)va(2)cho: CD 1 (ABH)= CD 1 BH .

Tuong tv : BD L CH . Vay H 1a tryc tim ctia tam gidc BCD .

Vidu 3 : Cho tt dién ABCD cé : ABC va DBC 1a cdc tam gidc

N N 6
déu canh bang a , AD = ax2/7 .
Chitng minh riing Al vuong géc v6i mit phing (BCD) , I 1a trung

LR
diém cua BC .

Giai :

Tac6: Al L BC(Ql);Al=DI = ( dudng cao tam gidc déu) .

e
2
2

6a
Trong tam gidc ADI ta c6 : AI° + DI* = AD* = 1 Viy tam gidc

ADI vudng tai Thay 47 1 DI (2).
(1)va(2)cho : Al vudng gbc v6i mit phzzlng (BCD) .

‘Dang téan 2 : Chung minh mét dudng thing vudng géc véi mot dudng thzzmg‘
% Ta chi can chitng minh dudng thing nay vudng géc v6i mot mit phang chita dudng thing kia .

Vidu 1 : Cho hinh chép S.ABCD , ddy la hinh vudng . SA vudng géc véi ABCD .
a) Chitng minh riing BD vudng géc vé6i SC .
b) AH 1a dudng cao clia tam gidc SAB , chitng minh ring AH vuong géc véi BC .

Giai :
a) Taco:

S4 1 BD(doSA L (ABCD)
AC 1 BD
Suyra BD 1 (SAC)= BD 1 SC

b) Tacd:
BC 1 .54

BC 1 AB
Suyra:BC 1 (SAB) = BC 1 AH — (S4B)

Vidu 2 : Cho t& dién ABCD c6 : AB vudng géc véi mit phﬁng (BCD) . Goi H va K 1an lugt 13 tryc tAm
ctia tam gidc BCD va ACD . Ching minh ring HK vudng géc véi CD .

Gidi: Tacé:
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Chuong 3..Quan hé vuéng goc trong khong gian 12

AB 1 CD(do AB 1 (BCD)

BH L CD

Suyra:CD 1 (ABH)
Goi E 1 giao di€m ctia CD va mit phing (ABH) , ta c6 : CD vudng
g6c véi AE hay AE la dudng cao ctia tam gidc ACD . Vay K thuéc AE
, do @6 HK nim trong mit phdng (ABE) . Ma CD vudng géc véi
(ABE) nén CD vudng géc v6i HK .

Vidu 3 : Cho tit dién OABC ¢6 : cdc canh OA , OB , OC d6i mot
vuong gbc .
a) Chiing minh ring tam gidc ABC c6 ba géc nhon .
b) V& OH vuong géc v6i mit phing (ABC) , ( H thudc mit phing (ABC) ) .
1 1 1 1
2 a2t et AT
OH 0O4A- OB° OC

Ching minh ring :

Giai :

a)Ta c6 : BC*=O0B? + OC>.
CA*=0C*+ OA”.
AB?*=0A” + OB?.

Pinh Iy cosin trong tam gidc ABC cho :

2 2 2
COSBAC:AC + AB° - BC
24B.AC

_ 04> +0C* + 04 + OB* - OB*> —OC*?
24B.AC

04°
= >
AB.AC
Véy géc BAC nhon . Tuong tu : géc ABC, géc ACB nhon . Do d6 , ba géc cia tam gidc ABC nhon .

b)Ta ¢6 : OA L (OBC)(doOA L OB;04 L OC)= OA L BC (1).Ma
OH 1. BC(2)(doOH 1 (ABC)) .(1)va(2)cho:BC L(AOH). GoiE la giao diém cia BC va mit

phing (AOH) , ta c6 : OE , AE 1an lugt 13 dudng cao clia tam gidac OBC va tam gidc ABC .
1 1 1

= + .
OE? OB* 0OC*?

Tam gidc vudng OBC cho :

1 _1+1
OH?® 04> OE*

Tam gidc AOE vuong tai O va cé dudng cao la AH cho:

1 1 1 1
2 = >t >t 2 -
OH 04~ OB° OcC

Viy :

Dang téan 3 : St dung dinh 1y ba dudng vudng géc .
% Ta c6 thé s dung dinh 1y nay dé chitng minh hai dudng thing vudng géc .

Vi du 1 : Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD la hinh vudng va SA vudng géc v6i mit phing (ABCD)
Chirng minh : tam gidc SBC va tam gidc SOD 1a nhitng tam gidc vuéng . (O la tim cud hinh vudng )

Giai :
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Ta c6: AB la hinh chi€u ctia SB xu6ng mit phing (ABCD) , ma BC
vuong géc véi AB nén BC vudng géc véi SB . Vay tam gidc SBC vudng
taiB .

Tuong ty : AO 1a hinh chi€u ctia SO xudng mit phing (ABCD) , ma BD
vuong géc v6i AO nén BD vudng géc v6i SO . Vay tam gidc SOD vudng
tai O .

Vi du 2 : Cho ba tia Ox , Oy , Oz khdng cing nim trong mot mit

phing va d6i mdt tao v6i nhau mdt géc biing 60° . A thudc Oz va OA

=a.

a) Chitng minh ring hinh chi€u ctia Oz xuéng mit phing (Oxy) la phin gidc clia géc xOy
b) A’ 12 hinh chi€u cla A xudng mit phing (Oxy) , tinh doan AA’.

Giai :
a) Vé
AA' 1L (Oxy); A'H L Ox; A'I 1. Oy
Suyra: AH 1 Ox; Al 1 Oy
( dinh 1y ba dudng vudng géc ) . Tam gidc AOH va tam gidc AOI 1a nia tam
a~3
2

Suy ra : hai tam gidc vuong AA’H va AA’l bing nhau ( tam giac vudng ¢6
canh huyén va mot canh géc vudng bing nhau) Do dé: A’I=A'H.

Vay OA’ 1a dudng phan gidc cia géc xOy , nghia 1a hinh chi€u cia Oz
xudng (Oxy) 1a phan gidc cia géc (Oxy) .

gidc déu: AH = Al = ;OH:OI:%.

b)Tam gidc OA’H va tam gidc OA’I 12 nita tam gidc déu (tam gidc vudng c6 mot géc biing 30°) . Suy ra :
04'/3 . 20H a
SO0A'=——7-=—F.
NERENE
24> a6

2
Tam gidc vuong OAA’cho : A4'= OAZ—OA'ZZ\/aZ_%:\/ : — 3

OH =

Dang téan 4 : Tinh géc cia mdt dudng thing d va mit phiing (P).|
% Ta phai xdc dinh dudng vudng géc véi mit phang (P), hinh chi€u d’ cda d xudng (P) .

Vidu 1 : Cho tif dién ABCD c6 : BCD la tam gidc déu canh bing a , AB vudng géc véi (BCD) va AB|=
2a.

a) Tinh géc ctia CM v6i mit phing (BCD) , M 1a trung di€m ctia AD .
b) Tinh géc ctia Al v6i miit phdng (ABC) , 112 trung diém ctia BD .

Giai :
a)Ta c6 : MI song song vdi AB , do d6 :

1 .
MI 1 (BCD);MI = EAB =a . Do d6 CI 1a hinh chi€u cia CM

xudéng mit phing (BCD) . Vay : m 12 géc cla dudng thing CM
v6i mit phing (BCD) . Tam gidc vudng MCI c6:

czzé;tgmﬂ 20 208\ ey

C[za\/éz 3
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b) VEIN L BC(N € BC) ma IN 1 AB(do AB L (BCD)) nén : IN vudng géc véi (ABC) .
Suy ra AN 12 hinh chi€u ctia Al xudng mit phing (ABC) va géc IAN la géc clia dudng thing Al v6i mit

phing (ABC) .
. BI 1
Tam gidc IBN 1a nita tam gidc déu : IN =T\/§ 24 BN = EB] = Z

IN a3 _ V3
AN 4J4B? + BN? 1T
Vidu 2 : Cho hinh ch6p S.ABCD c6 : ABCD la hinh vudng canh biang a , SI vudng géc véi (ABCD) va
SAB la tam gidc déu (I1a trung di€m ctia AB ) .

a) Chitng minh ring SC va SD tao v6i mit phing (SAB) hai géc bing nhau .

b) Tinh géc clia dudng thing CM vdi mit phing (SAB) (M la trung di€ém clia SD ) .

Tam gidc vudng AIN cho : tgljl]\\f = Vay géc IAN bing 22°46’.

Giai :

a) Tacé : AD L AB (1) (ABCD la hinh vudng)

AD L SI(2) (do SI vudng géc véi (ABCD).

(1) va (2) cho: AD 1 (S4B) .

Suy ra : SA 1a hinh chi€u ctia SD xudng mit phing (SAB) va
g6c DSA 1a géc clia dudng thing SD va mit phing (SAB)
Ta lai ¢6 : tam gidc SAD vudng cin nén géc DSA biing 45° .
Tuong ty : géc clia dudng thing SC v6i mit phing (SAB) 1a géc CSB
ciing biing 45°.

Vay SC va SD tao v6i mit phing (SAB) hai géc bing nhau ( cliing
bing 45°) .

S

b) Hinh chi€u clia di€ém C xudng mit phing (SAB) la di€ém B .
Hinh chi€u cda diém M xudng mit phing (SAB) la diém N , trung diém ctia SA ( vi MN song song v&i
AD nén ciing vudng géc véi (SAB)) .
Vay géc ctia CM vdi (SAB) 1a géc clia hai dudng thing CM va BN .
Goi K 1a trung diém clia BC , ta c6 MN song song va biing BK nén MK song song v6i BN .
Do d6 : goc (CM, BN ) = géc CMK .
\/_

Tam gidc vuong CMK ¢6 : MK = BN =——;CK = E nén Ia nta tam gidc déu . Vay : CMK =30".

Tém lai, géc clia dudng thing CM véi miit phang (SAB) biing 30°.

Dang téan 5 : Xdc dinh thi€t dién cta mit phiang (P) véi mét hinh chép ( hay mét hinh Ling tru )
trong dé (P) vudng géc v6i mot dudng thang d .

% Ta thudng tim mot dudng thing a thudc modt mit cda hinh chép va a vudng géc véi d : khi d6 a
song song vdi (P) va giao tuyén ctia (P) v6i mit nay 1a modt dudng song song vdia .

Vidu 1 : Cho tif dién ABCD c6 : BCD la tam gidc déu canh bing a , AB vudng géc véi (BCD) va AB =
b.G va Olan lugt 12 trong tAm clia cdc tam gidc ABC va BCD . (P) la mir phing qua G va vudng géc
v6i BO .

Xdc dinh thi€t dién cta (P) va tif dién va tinh dién tich cla thi€t dién nay .

Giai :
e Tac6 AB vudng géc véi BO nén AB song song vé6i (P) , Suy ra : giao tuyé&n clia (P) véi miit
(ABC) la doan MN qua G va song song véi AB .
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Tuong tu , CD vudng géc v6i BO nén song song véi (P) : giao tuyé&n clia (P) véi mit (BCD) 1a doan MR
song song vdi CD ; giao tuyé&n ciia (P) v6i mit (ACD) 1a doan NQ song song v6i CD ; giao tuyé&n clia (P)
véi médt (ABD) la doan QR song song véi AB .
Viy thi€t dién MNQR 1a hinh binh hanh .
Ma AB vudng géc v6i CD ( vi AB vudng géc véi (BCD) nén MN vudng
géc v6i MR . Vay thi€t dién 12 mot hinh chit nhat .
MN CM CG 2 2 2b
e Talaicé: = = =—=>MN=—A4AB=— (11a
AB CB (CI 3 3 3
trung di€m ctia AB ) .
MR BM IG 1 1
Tuong tu : 22 T S MR==CD=2 .
CD BC IC 3 3 3
S Synon = MN.MR =22 4
uy ra: = . =—.—
ot 3'3 9
Vidu 2 : Cho hinh ling tru ABC.A’B’C’ ¢6 ABC la tam gidc vuong cin (AB=AC=a); AA’ vudng
g6c véi (ABC) va AA’ = a . (P) 1a mit phing qua trung di€ém M ctia BC va vudng géc véi AB’ .
Xdc dinh thi€t dién cda (P) va hinh ling tru . Tinh dién tich cia thi€t dién nay .

Giai :
Ta co : A C
AC L AB
AC L AA'

Suy ra AC song song v&i (P) .Do dé : giao tuyén clia (P) va mit (ABC) 1a
doan MN song song v6i AC ( N 1a trung di€m ctia AB ) .
Tuong ty , BA’ song song vdi (P) ( vi BA’” vudng géc véi AB’ ) nén giao
tuyé&n cia (P) véi mit (ABB’A’) 1a doan NQ song song v6i BA’ (Q Ia A'
trung di€m ctia AA’) . Giao tuyén ctia (P) v6i mit (ACC’A’) 1a doan QR
song song vi AC . Giao tuyén ctia (P) v6i mit (BCC’B’) 1a doan MR .
Vay MNQR 12 hinh thang .
Ma MN vudng géc véi (ABB’A’) nén MN vudng géc véi NQ ( Vi MN song song vGi AC va AC vudng
g6c vGi(ABB’A’)) .
Do d6 : thi€t dién cla (P) vdi hinh ling tru ABC,A’B’C’ 1a mot hinh thang vudng .
e Taciingco:

MN=1AC=%;NQ=%BA':

2
_ MN+NQO _a+2a a\/§_3a2\/§
T4 T2 8

SMNQR - T NQ

— AC 1 (ABB'A")= AC L AB".

a2

‘OR=AC=a.

‘Dang téan 6 : Pinh tAm va bin kinh miit ciu qua cic dinh ctia hinh chép |
Céch 1 : Ta chiing minh céc dinh ciia hinh chép nhin mot doan thing dudi mot géc vudng khi d6 tim ciia
mit cdu I3 trung diém cda doan thing va ban kinh bing ntta doan thing dé .

Cach 2 : Goi O 1a tAm mit cAu qua céc dinh cia hinh chép S.ABCD , ta ¢6 :
d OA=0B=0C=0D < O thudc truc d cia dudng tron (ABCD) .
@ OA=0S < O thudc mit phfmg trung truc (P) ctia doan SA .

Vay O 1a giao diém cta d va (P) .
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Vidu 1 : Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD la hinh chit nhdt ( AB =a ; AD =2a ) SA vudng géc véi
(ABCD) va SA =b . Dinh tAm va tinh ban kinh mit cAu ngoai ti€p hinh chép S.ABCD .

Gidi :

e Tacé : AB Ia hinh chi€u ctia SB xudng (ABCD) ma AB vudng S
g6c v6i BC nén SB vudng géc véi BC . Tuong tu : SD vudng 2

g6c v6i CD .
Viy : SAC = SBC = SDC =90° . Mit cAu dudng kinh SC 1a mit cau
ngoai ti€p hinh chép S.ABCD .
e Tacétd:
SC=SA? + AC? =/SA? + AB? + AD? =/b* +54>
Vay tAm clia mit cau ngoai ti€p hinh chép 1a trung di€m clia
SC va bédn kinh mit cAu bing nita SC .

Vidu 2 : Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD la hinh vudng canh biang a , SI vudng géc véi (ABCD) va
SAB la tam gidc déu (114 trung di€m ctia AB ) . Pinh tAm va tinh ban kinh clia mit ciAu qua nim dinh S
,A,B,C,D.

Giai :
Goi K 1a tdm hinh vudng ABCD va d qua K va vudng géc véi
(ABCD) (d song song vGi SI) : d chinh 1a truc ctia dudng tron
(ABCD) .
Goi M 12 trung di€m ctia SA va vé MJ song song véi AD , ta c6 :
AD 1 (SAB) (do AD 1. AB;AD 1 SI) =
MJ 1L (SAB) (doMJ || AD)= MJ 1. SA(1)
BM 1 S4(2)

(1), (2) cho:SA L (BMJ)
Viy (BMJ) la mét ph:'flng trung tryc cia SA . Goi O 12 tAm mit cau A
quaS,A,B,C,D,tacé:

e OA=0B=0C=0D < 0€ed

e OA=0S ©0e(BMJ) .
Viy O la giao di€m ctia d va (BMJ) .

* Xdc dinh O : Mit pheztng (BMJ) cit SItai G 1a tAm ciing la trong tAm ) clia tam gidc SAB . Ma MJ song
song vdi IK ( cling song song vdi AD ) nén mit phdng (BMJ) cit mit phdng ( SI, d) theo giao tuyén Gx
song song vdi IK . Giao diém ctia Gx vé6i d chinh 1a tim O .

* Tinh ban kinh R = OA : Tam gidc vudng OAK cho : OA® = OK* + KA* .

1 a3 1 a2
2

OK = GI——SI—— KA==AC=
3 6 2

3> 24* 214° V21
o4 =2 .22 289 _p-o4=12
36 4 36
Cdch khd¢ : Sau khi dd xdc dinh O thudc d , ta con cé thé xdc dinh O va tinh bdn kinh theo cdch sau :

Pdt KO = x ( O va S ndm cung bén doi véi (ABCD) ), ta ¢6 :
a\/_) OSZ 0G|2+SG|2 — (%) (i_ )

2 2
0A4? =OS2<:>x2+2%:%+3%+x —ax 3<:>x—af

0A?> =OK?*+ KA® =
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( OG’ song song voi IK )
Ta dinh duogc tdm O va tinh duoc bdn kinh R .

C .Baitaprenluyén.
3.10 . Cho hinh chép S.ABCD c¢6 : ABCD la hinh thang vuéng tai Ava B(AB=BC=a;
AD =2a); SA vudng géc v6i (ABCD) . Chitng minh : CD vudng géc véi (SAC) .

3.11 . Cho tit dién ABCD ¢6 : AB = AC ; DB =DC .I1a trung di€m ctia BC .

a) Chiing minh ring : BC L (AID).

b) AH Ia dudng cao cia tam gidc AID , ching minh ring AH vudng géc véi BD .

3.12 . Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD la hinh chit nhat ; tam gidc SBC vudng tai Bva tam gidc SCD
vudng tai D . Chitng minh ring SA vudng géc véi mit phing (ABCD) .

3.13 . Cho tit dién ABCD c6 : AB vudng géc vdi mit phiang (BCD) ; BCD 1a tam gidc vudng tai C va BC
=a ;CD =2a.Hla diém trén canh BD véi BH = x . Dinh x @€ AD vudng géc véi CH .

3.14 . Cho hinh ch6p S.ABCD c6 : ABCD la hinh vudng canh biing a ; SA vudng géc véi (ABCD) va SA =
a.

a) Tinh géc ctia SB v6i mit phing (SAC) .

b) Tinh géc ctia CA v6i mit phing (SCD) va géc ctia DB v6i mit phing (SDC) .

3.15 . Cho hinh ch6p S.ABCD c¢6 : ABCD Ia hinh thang vuéng taiAva D (AB=AD=a; BC=2a);SD
vuong géc v6i (ABCD) . Tur trung diém E cia CD, vé EK vuong géc v6i SC (K thude SC)

a) Chitng minh ring SC vudng géc véi mit phang (EBK) .

b) Chting minh riing 6 di€fm S, A, B, D, E, K nim trén mdt mit ciu .

3.16* . Cho hai hinh chit nhat ABCD va ABEF khong cling nim trong mot miit phing( AB =a ; AD = AF
= a\/z ) va hai dudng chéo AC , BF vudng géc vdi nhau .

a) Tinh doan CE .

b) M 1a trung di€m ctia BE va (P) 12 mit phing qua M , vudng géc véi AC . Xdc dinh thiét dién cda (P)
v&i hinh ling tru ADF.BCE .

3.17. Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD la hinh chit nhat ; SA vudng géc v6i (ABCD) ; BC=a ; SC tao
v6i (SAB) mot géc @@ va SC tao v6i (ABCD) mot géc £ . Chiing minh ring :
B ayJcos(a + ) cos(a — ff)

sina

3.18 . Trong mit phing (P) cho nira dudng tron (C ) dudng kinh AC = a . B 12 mot di€m thude (C ) va BC
=x . Trén tia Ax vubng géc véi (P) 14y di€m S saocho: AS=a .

Goi H, K 1an lugt 1a chan dudng vudng géc vé tir A xuéng SB , SC .

a) Chung minh ring cdc tam gidc SBC va AHK la tam gidc vudng

b) Chitng minh ring t gidc BCKH ndi ti€p dugc . Tinh dd dai HK theo a va x .

3.19 . Cho hinh ch6p S.ABCD c¢6 : ABCD la hinh vudng canh bing a ; SA vudng géc v6i (ABCD) va SA =
a . Ithudc SC va 4SI=SC . (P) 1a mit phfmg qua I v vudng géc v6i AC . Pinh thi€t dién cta (P) va hinh
ch6p . Tinh dién tich cla thi€t dién nay .

D . Huéng din - P4p sé .
3.10. CD vudng géc v6i SA ; CD vudng géc v6i AC.

3.11 . a) BC vudng goéc véi Al ; BC vudng goéc véi DI .
b) AH vudng géc v6i BC ; AH vudng géc véi DI .
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Suy ra : AH vudng géc v6i (BCD) . D o d6 AH vudng géc véi BD .

3.12 . BC vudng géc v4i (SAB) . Suy ra : BC vudng go¢ vdi SA . Tuong tw CD vudng géc v6i SA . Vay
SA vudng gbc v6i (ABCD) .

3.13 . BD 1a hinh chi€u cia AD xuéng mit phing (BCD) . Do @6 : CH vudng géc véi AD khi va chi khi
CH vuong géc v6i BD . Tam gidc vudng CBD cé dudng cao la CH cho :
BC? B a’ _ a5

BD a5 5

3.14 . a) BD vudng géc véi (SAC) . SO Ia hinh chi€u ctia SB xudng ( SAC)

. G6c BSO 1a géc cta SB véi (SAC) . BSO =30°

b) CD vudng géc v6i (SAD) . V& AH vudng goc véi SD

(H 1a trung di€m ctia SD ) , AH vudng géc vdi (SCD) va CH 1a hinh chi€u
cla AC xudng (SCD) . Gé¢c ACH 1a géc ctia AC vé6i (SCD) . ACH =30°
Vé OK vuodng géc véi (SCD) ( OK song song va bing nita AH ) . DK la
hinh chi€u ctia BD xu6ng (SCD) . G6c ODK la géc ctia BD véi (SCD) .
ODK =30°

3.15.a) ABED la hinh vuong . BE vudng géc véi (SDC) . SC vudng gbc véi
EB va EK .

b) Cac géc : SAB, SDB, SEB, SKB la g6c vudng nén 6 diémS,B,A,D,
E, K nim trén mit cidu dudng kinh SB .

BH.BD =BC’hay x = BH =

3.16 .a) AB vudng géc (ADF) ( do AD vudng géc v6i AD , AF) . Vé FI
vuong géc v6i AD (I thuéc AD ), FI vudng géc véi (ABCD) . BI 1a hinh
chi€u ctia BF xu6ng (ABCD) nén BI vudng géc v6i AC .
Hai tam gidc vudng ABI vi BCA dong dang :

Al 4B AB®  &® a2

—=—8Al= = = .

4B BC BC a2 2

Vay 11 trung di€m ctia AD . Tam gidc AFD can dinh F. Do d6 : FD = AF =
a.Dod6é:CE=FD=a.

b) (P) song song v&i (BFI) ( vi cing vudng géc véi
AC) .Do dé : (P) cidt (BEC) theo MN ( N 1a trung diém cia BJ véiJ 1a trung A
di€ém ctia BC ) ; (P) cit (ABCD) theo NK (K 14 trung diém ctia ID) .(P) cit

(ADF) theo KL. (L Ia trung diém ctia DF) . (P) cit (CDFE) theo LO (O la
trung di€m cta EF) . (P) cit (ABEF) theo MO . Thi€t dién 12 hinh ngll gidc MNKLO .
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3.17.BSC=a;ASC=j3

SC=—9 . 40 =9C08F
sina sina
2 2 a2
UB? = AC? —BC?® (cos .,6’2 sin” a)
sina
_ a*(cos2a +cos2)3)
2sin’ o
AB:a\/COS(OH _,B)cos(a— B)
sina

3.18 . a) AB la hinh chi€u ctia SB xudng (P) , AB vudng géc v6i BC nén BC vudng géc v6i SB . Tam gidc
SBC vudng tai B

AH vudng goc véi (SBC) (vi AH vudng géc v6i SB va BC ) . Suy ra : tam gidc AHK vudng tai H .

b) SC vudng géc v6i (AHK) ( vi SC vudng géc véi AH, AK) . suy ra SC vudng géc v6i HK . T gidc
BCKH ndi ti€p dugc vi c6 hai géc CKH , CBH vudng .
Tam gidc vudng AHK c6 : HK* = AK>—AH” ma :

_AC_a\2

AK 5 5 yAH.SB = AS.AB
o AH? = AS®.AB® _ a’*(a® —x%) -
SB? a’+a’ —x°
HK? = 2a° B a’(a® —x%) _ a’x’
4 2a° —x° 2(2a* - x?)
HE - ax

\2(2a* - x?)

3.19 . SA song song v6i (P) nén (P) cit (SAC) theo IH song song v6i SA ( H 1a trung diém ctia AO, O 1a
tAm hinh vudng ) ; (P) cit (ABCD) theo MR song song véi BD ; (P) cit (SAB) theo MNsong song vé6i SA ;
(P) cit (SAD) theo RQ song song vGi SA .

Thié€t dién 12 hinh ngii gidc MNIQR gdm hai hinh thang vudng bing
nhau .

MN + IH
SMNIH :T-MH
a 3a
24 a2 _54V2
2 2 16
5a2\/§
SMN[QR = 2SMNIH = )

§4. Mit phang vudng goc .

A . Tém tit giao khoa .
1 . Géc giita hai mat phing : Géc giita hai mit phing 13 géc giita hai dudng thing 1an lugt vudng géc véi
hai mit phing d6. Nhu th& géc gifta hai mit phing song song s& bing 0 .
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Cich xdc dinh géc giita hai mit phing : Tir mot diém trén giao tuy€n clia hai mit phing , ta v& hai
dudng thing 1an lugt nim trong hai mit phing va cling vudng géc véi giao tuyén nay . Géc ciia hai dudng
thing nay chinh 13 géc clia hai mit phing .
ac(P);ald=(P)N(Q) —
, = (a,b) = (P, Q)
bc(Q);bLld

2. Pinh Iy vé dién tich hinh chiéu :

e Sladiéntich da gidc (H)

e S’ladiéntich da gidc (H’ ), hinh chi€u clia da gidc (H)
xuéng mit phiang (P ).

e« la géc gitta mit phing chira da gidc ( H) va mit phing (P)

2. Mit phing vudng géc .
a) Pinh nghia : Hai miit phing goi la vudng géc
khi géc cda ching bing 90°.

b) Piéu kién d€ hai miit phing vudng géc .

Pinh Iy : Hai mit phing vudng géc v6i nhau khi
va chi khi mit phing nay chita mot dudng thing
vudng géc v6i mit phing kia .

Hé qua 1 : C6 hai mit phdng vudng géc . N&u tir
mot di€m trong mit phing thit nhat ta vé mot

duding thing vudng géc véi mit phing thit hai thi
dudng thing nay sé hoan tdan nim trong mit phing thit nhat .

(P)L(0)
Ae(P);Aea;=ac(P)

al(0)

Hé qua 2 : C6 hai mit phing vudng géc . Néu mot dudng thing nim trong mit ndy va vudng géc véi giao
tuy€n thi n6 s& vuong géc v6i mit phing kia .
(P) L(O)
ac (P) =al(Q)
ald=(P)N(Q)

Hé qua 3 : N&€u hai mit phing ciing vudng géc v6i mot mit phing thi ba thi giao tuyén clia ching sé

vudng géc véi mit phing nay .

Q) L(P)

(R)L(P) ;}=dL(P)
ONR)=d
Hé qui 4 : Qua mot dudng thing a khong vudng géc véi (P) , c6 va chi cé6 mdt mit phing (Q) vudng géc
véi (P) .

3 Hinh lang tru ditng . Hinh hop chit nhat . Hinh lap phuong .
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a) Hinh ling tru ding 12 hinh ling tru c6 canh bén vudng géc véi ddy .
Hinh ling tru déu 13 hinh ling try ding c6 ddy 12 mot da gidc déu . (vi du : hinh ling tru tam gidc déu
12 hinh ling tru ditng c6 ddy 1a tam gidc déu )

b) Hinh h§p ditng 13 hinh ling tru ding cé ddy 1a mdt hinh binh hanh .

Hinh hop chi¥ nhit 12 hinh hop ditng c6 ddy 12 hinh chit nhit : tit cd cdc mit clia hinh hdp chif nhat déu
la hinh chi nhat .

Hinh lap phuong 13 hinh hop chit nhat c6 ddy 1 hinh vudng : tdt cd cdc mit clia hinh 14p phuong déu 1a
hinh vudng .

4 . Hinh chép déu . Hinh chép cut déu .
a) Hinh chép déu 1 hinh chép c6 ddy 1a da gidc déu va tit cd canh bén biing nhau : chdn dudng cao clia
hinh chép déu 13 tAm cda da gidc ddy .

b) Hinh chép cut déu 12 phin cda hinh chép déu nim giita ddy va mot mit phing song song vdi ddy cit
cac canh bén .
B . Gidi téan :
‘Dang téan 1 : Chitng minh hai miit phing vudng géc |
% Ta chi can chitng minh miit phing nay chita mot dudng thing vudng géc vdi mit phing kia .

Vidu 1: Cho hinh ch6ép S.ABCD ¢6 : ABCD la hinh chi¥ nhit ; SA vudng géc v6i (ABCD) .

a) Chitng minh riing hai mit phfing (SAB) va (SBC) vudng gbc .

b) V& AH , AK 1an lugt 1a dudng cao clia cic tam gidc SAB , SAD . Chitng minh ring hai mit phing
(AHK) va (SAC) vudng géc .

Giai : S

a) Taco:
BC 1 (SAB)(doBC 1L AB;BC 1 SA)

Suyra:(SBC) L (SAB).

b) Ta cling c6 :
AH 1 (SBC)(do AH 1. BC; AH 1 SB)

Suyra:AH 1 SC (1)
Tuong ty: AK 1 SC(2)
(1)va(2)cho:SC vuong géc véi (AHK) . Vay hai mét phfmg (AHK) va (SAC) vudng goc .

N /
N

A

Vi du 2 : Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh biing a . Chitng minh riing hai mit phing
(ACC’A’) va (CB’D’) vudng géc .
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Giai :

Tacé: AC=AB’ =AD’ = aﬁ ( dudng chéo hinh vudng

CC=CB =CD’=a

Vay AC’ 1a truc ciia dudng tron (CB’D’) nghia 1a AC’ vudng géc vGi
(CB’D).

Viy hai mit ph:'flng (ACC’A’) va (CB’D’) vudng gbc v46i nhau ( vi mit
phing (ACC’A’) chita AC” vudng géc véi (CB’D’)

Dang téan 2 : Ching minh mét dudng thing vudng géc véi mot mat
phiing ( trudng hgp da c6 2 mit phing vudng géc ) .

% Ta chi can chitng minh dudng thing nay nim trong mdt mit va vudng géc véi giao tuyén .

Vi du 1 : Cho hai hinh vuéng ABCD va ABEF canh biing a , niim trong hai mit phing vudng géc . Tinh
DE va chitng minh ring DE vudng géc véi AC va BF .

Giai :
Ta c6 : AD vudng géc véi AB ( 1a giao tuyén clia 2 mit phing vudng géc (ABCD) va (ABEF) ) ;
AD hién nhién nim (ABCD) nén AD vudng géc véi (ABEF) .

Tam gidc ADE vudng tai A cho : C D

2
DE* = AD* + AE’ = &* + (a2 ) =34’
DE =av/3
Ta ciing ¢6 : AE 1a hinh chi€u ctia DE xudng (ABEF), ma AE vudng géc véi g A
BF nén DE vudng géc véi BF.
Tuong tu , EB vudng géc v6i (ABCD) ; BD 1a hinh chi€u ctia DE xu6ng

E F

(ABCD) : BD vudng géc v6i AC nén DE vuéng géc véi AC.

Vi du 2 : Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD la hinh vudng canh biing a ; SAB Ia tam gidc déu va hai
mit nay nim trong 2 mit phing vudng géc .

a) Xéc dinh va tinh dudng cao SH cda hinh chép nay.

b) (P) 12 mit phing qua trung diém M ctia BC va vudng géc véi BC . Xdc dinh va tinh dién tich clia thiét
dién nay.

Giai :
a) Trong tam gidc SAB , v& dudng cao SH , ta ¢6 : SH vudng géc v6i (ABCD) ( vi (SAB) vudng géc véi
(ABCD) ). Vay SH la dudng cao cda hinh chép S.ABCD va

By AL
2

b) (SAB) vudng géc véi BC ( vi BC vudng géc v6i AB va 2 mit phing
(SAB) va (ABCD) vudng géc

(P) song song v4i (SAB) ( vi cung vuong géc véi BC)

Do d6 : (P) cidt (ABCD) theo MJ song song véi AB .

(P) cdt (SBC) theo MN song song vdi SB .

(P) cdt (SCD) theo NQ song song v6i CD .

(P) cdt (SAD) theo QJ song song vdi SA .

Vay thi€t dién ctia (P) v6i hinh chép 1a hinh thang MNQJ

* Tinh dién tich :
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(NK 1a giao tuy&n ctia (P) va (SHC) nén NK song song véi SH . Suy ra : NK vudng géc v6i (ABCD)
=> NK vudng géc v6i MJ nén la dudng cao ctia hinh thang MNQJ .
NQO+MJ a+2a a3 3d*\3
SMNQJ =——F—NK= ' =
2 4 4 16

@,

% Chii ¥ : Ta con c6 thé sit dung hé qud 3 dé chitng minh mot duong thding vudng goéc véi mot mdt
phdng .

Vidu 3 : Cho hinh chép S.ABCD ¢6 : ABCD la hinh vudng canh bing a , dudng cao ctia hinh chép bing
a\/z ; hai mdt (SBD) va (SAI) cung vudng géc vGi (ABCD) (I 1a trung diém ctia BC) . Goi «, p l1an
lugt 1a géc clia SB, SD v6i (ABCD) . Chiing minh ring : cota+cot =1 .

Gidi :
Goi H 1a giao diém ctia Al vd BD , ta c6 :

(SAI) L (ABCD)
(SBD) L (4BCD)

Vay SH la dudng cao cta hinh chép .
Ta ciing ¢6 : HB , HD Ia hinh chi€u ctia SB , SD xudng (ABCD) nén :

SBH =a ; SDH = B 14n Iugt Ia goc cia SB , SD véi (ABCD) va :
BH DH BD a2

+ = = :1
SH SH SH a2

} — SH 1 (ABCD)(do SH = (SAI) N (SBD)).

cota +cot g =

Dang téan 3 : Xdc dinh géc cia 2 mit phﬁng (P) va (Q)‘
< Ngoai viéc st dung dinh nghia géc¢ clia 2 mit phing , ta thudng s dung
cach sau :
Budc 1: LAy A thudc (P) , vé AH vudng géc véi (Q) ( H thudc (Q) ) .
Bu6c 2: Vé HO vudng géc véi giao tuyén d cia (P) va (Q) (O thudcd ), suyra :
AO vudng goéc véid .
Vay AOH la géc cia hai mit phazxng P)va (Q).

Vi du 1 : Cho hinh chép tif gidc déu S.ABCD ¢6 : géc giita mit bén va ddy
bing « ; gbc gitta canh bén va ddy bing £ . Tim mdt hé thic gitta hai géc nay .

Giai :
Vé SO vudng géc v6i (ABCD) . Suy ra : OA = OB = OC = OD ( vi cdc tam gidc vudong SOA , SOB , SOC
, SOD biing nhau ) . Vay O la tAm hinh vuong .
V& OH vudng géc vdi AD ( H thudc AD ) thi H 13 trung diém ctia AD . Suy
ra : SH cling vudng géc v6i AD ( vi OH la hinh chi€u ctia SI xuéng
(ABCD) ).
Do d6 : SHO = o 1a géc gilra médt bén va ddy .
Ta cling c6 : OA 12 hinh chi€u clia canh bén SA xudng (ABCD) . Vay :
SAO = f 1a g6c cida canh bén va ddy .

OH a

Tam gidc vudng SOH cho : COtax =——=
SO 250
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Tam gidc vuéng SAO cho: cotf = o4 = a2
SO 2SO

Suy ra : \/Ecota:cotﬂ

Vidu 2 : Cho hinh chép S.ABCD c6 : ABCD 1a hinh chit nhat ; hai mit bén (SAB), (SAD) cung vudng
g6c v6i ddy ; (SBC) tao véi ddy mdt géc & va SC = a tao véi mit (SAB) mot géc £ . Tinh dudng cao

ctia hinh chép .

Gidi :
Tacé :
(SAB) L (ABCD)
(SAB)(ABCD)=AB = BC 1 (S4B)
BC 1 AB(BC c (ABCD))
Suy ra : SB 12 hinh chi€u cda SC xu6ng (SAB) .
Vay BSC = f3 1a géc ciia SC véi (SAB) .
Ta cling c6 :
(SAB) L (ABCD)
(S4D) L (ABCD) = SA 1 (ABCD)
SA=(SAB)((S4D)
Ma AB vudng goéc v6i BC nén SB vudng géc v6i BC ( dinh Iy 3 dudng vudng gbc ) .
Viy SBA = a 1a géc ciia (SBC) tao véi ddy .

B
Tam gidc vuéng SBC cho : C0S S = g_C < SB=SCcosf=acospf

. SA ) .
Tam gidc vuéng SAB cho : Sina :S_B < SA=SBsina=acos Asina .

Viy dudng cao cia hinh chép bang : SA =asina cos f.

Vi du 3 : Cho hinh chép S.ABCD c6 : SA vuéng géc véi (ABCD) va SA = a ; ABCD la hinh vuéng canh
bing a . Tinh géc clia hai mit phing (SBC) va (SCD) .

Giai :
Ta c6 : BC vudng géc véi (SAB) ( vi BC vudng géc véi AB va SA) . V& AH vudng géc véi SB (H la
trung diém ctia SB Vi tam gidc SAB cin ) thi AH vudng géc v6i (SBC)
(vi AH vuong géc v6i SBva BC) .

Tuong tu , AK vudng géc véi (SCD) .

Vay géc cia 2 mit phing (SBC) va (SCD) 1a géc clia 2 dudng thing AH

va AK .
a2
2

).

Tam gidc AHK Ia tam gidc déu( vi cdc canh déu bing

Vay géc cia 2 mit phing (SBC) va (SCD) bing 60° .

Dang téan 4 : Tinh dién tich ctia mét da gidc hay géc ctia 2 mit phiing ‘

www.saosangcong.com.vn 24



Chuong 3..Quan hé vuéng goc trong khong gian 25

< Trong mot s6 trudng hop , ta ¢6 thé diing dinh 1y vé dién tich hinh chi€u d€ tinh dién tich mot da
gidc hay tinh géc clia 2 mit phing .

Vidu 1: Cho tam gidc ABC déu canh bing 2a . Trén CB kéo dai , 14y diém E sao cho BE = 2a . Cic
tia Bx , Cy cling vudng géc véi (ABC) ; 14y di€m B’ trén Bx sao cho: BB’ =a . EB’ cit Cy tai C’ .
a) Tinh géc clia 2 mit phing (ABC) va (A’B’C’)
b) Tinh dién tich cia tam gidc AB’C’ .

Giai :

a) Tacé : BA=BC =BE =2anén tam gidc ACE vudng tai A .
Vé BI vudng géc véi AE ( BI song song vdi AC) thi:

BI = a ( BI la dudng trung binh cia tam gidc ACE ) va

B’I cling vudng géc v6i AE ( dinh Iy 3 duGng vudng goc ) .
Vay géc B’IB 1a goc clia 2 mat phéng (ABC) va (A’B’C’)

va: B'IB =45 (vi tam gidc BB’I vudng cin )

b) Tam gidc AB’C’ ¢6 hinh chi€u xudng (ABC) la tam gidc

ABC nén:
2 (Za)zﬁlﬁz a*\[6

SAB'C‘ = SABC Cos 450 < SABC"? - 4 2 2

Vi du 2 : Cho hinh ling tru tam gidc déu ABC.A’B’C’ , canh ddy biing a . Trén cdc canh AA’ , BB’ ,
CC’ 14n lugt 14y cdc diém M , N, P sao cho dién tich tam gidc MNP biing 2a* . Tinh géc ctia 2 mit phing
(ABC) va (MNP) .

Giai :

Tam gidc MNP c6 hinh chi€u xuéng mit phing (ABC) 1a tam gidc ABC nén :
S a’/3 3

S 1se = S,ypp COS Q< COS 1 :ﬂ:—\/—zzi
Snpr  4.2a 8

Vay géc giita 2 mit phing (ABC) va (MNP) bing 77°29".

= a=77°29"

Vi du 3* : Cho hinh ling tru déu ABC.A’B’C’ ¢6 : canh ddy va canh bén déu biing a . (P) 12 mit phing
qua trung di€m I cia BC va vuong géc v6i AB’ .

a) X4c dinh thi€t dién ctia (P) va hinh ling tru .

b) Tinh dién tich clia thi€t dién nay .

Giai :

a) Goi CH 1a dudng cao ctia tam gidc déu ABC , ta c6 :

CH vuo6ng géc v6i (ABB’A’)  (vi CH vudng géc véi AB va BB’) .
Suy ra : CH vudng géc v6i AB’ . Do d6 : CH song song véi (P) .
Tudng tu , A’B vudng géc véi AB’ ( vi ABB’A’ 1a hinh vudng ) nén
A’B song song véi (P) .

Vay : (P) cit (ABC) theo IE song song v6i CH ; (P) cit (ABB’A’)
theo EF song song v4i A’B ;

El cit AC tai M va FM cidt CC’ tai L nén:
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(P) cit mit (ACC’A’) theo doan FL ; (P) cit mit (BCC’B’) theo doan IL .
Thi€t dién ctia (P) va hinh ling tru 1 t& gidc EFLI .

b) Fva L c¢6 hinh chi€u xudng (ABC) 1an lugt 12 A va C nén tif gidc EFLI ¢6 hinh chi€u xudng (ABC) 12
td gidc EACI .
Talaicé : AA’va AB’ 1an lugt vuong gbéc véi (ABC) va (P) nén :

Gé6ce ((P), (ABC) )=g6c (AB’, AA’ ) = 45° (vi ABB’A’ 12 hinh vuong ) . C
Suy ra:
S 28 |
Spacr =S g COS 45’ = Srur = C0§A4Céo = \/E%CI
a*V3 a*3 14%\3 B A
Spacr =S e —Spi = 4 - 32 = 32 = E H

B 74’3 B 74’6
£ e \/E 32
C .Bai tap ren luyén.
3.20 . Cho hinh vudng ABCD . M la mdt diém khdng nimtrong mit phing (ABCD) sao cho cic géc AMB
va AMD vudng . Chitng minh ring hai mit phing (MAC) va (ABCD) vudng géc .

3.21 . Cho hinh ch6ép S.ABCD ¢6 : ABCD la hinh ch@ nhit ; SH , SK la dudng cao clia cdc tam gidc SAB
va SCD ( H thudc AB ; K thugc CD ), Chitng minh ring hai mit phazmg (SHK) va (ABCD) vubng gbc .

3.22 . Cho hinh ch6ép déu S.ABCD , canh d4y biing a ; dudng cao ctia hinh chép bing x .

a) O 1a tAm cta ddy , vé OH vudng géc véi SC ( H thude SC ) . Chung minh riing hai mit phfmg (SAC) va
(HBD) vudng géc .

b) Pinh x @€ hai mit phing (SBC) va (SCD) tao véi nhau mot géc bing 120° .

3.23 . Cho hinh chép S.ABC c¢6 : SA vudng géc v6i (ABC) ; hai mit phing (SBC) va (SAB) vudng géc véi
nhau . Chung minh hai tam gidc ABC va SBC Ia tam gidc vudng .

3.24 . Cho hinh l1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh biing a . Trén cdc doan AB’ va A’C’ 1an lugt 14y cic
diémMVéNsaocho:AM:C’N:Xx/E (O<x<a).

a) Tinh doan MN theo a va x . Pinh x d€ doan MN nhd nhAt .

b) Khi doan MN nhd nhat , chitng minh ring MN vuong géc véi AB’ va A’C’.

3.25. Cho hinh 14p phuong ABCD.A’B’C’D’ canh bing a .

a) St dung dinh Iy ba dudng vudng géc , chiing minh ring AC’ vudng géc véi BA’ va BD .

b) (P) 12 mit phing qua trung diém M ctia BC va vudng géc v6i AC’ . Xdc dinh thi€t dién clia (P) v6i hinh
1ap phuong . Chiing minh ring thi€t dién ndy qua tdm O clia hinh 14p phuong va tinh dién tich ctia thi€t
dién .

3.26 . Cho hinh ling tru déu ABC.A’B’C’ ¢6 canh ddy biing a , canh bén biing 2a . M, N, P 1an lugt nim
trén AA’ , BB’ , CC’ . Tinh dién tich clia tam gidc MNP biét ring

a) Mit ph'flng (MNP) tao v6i (ABC) mot gbc bing 60°.

b) Mit phing (MNP) vudng géc vdi AB’ .

3.27 . Cho hinh l1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh biing a . LAy M, N, P 1an lugt trén céc canh AB , CC’,

A’D’saocho: AM=CN=D’P= 3761 .

a) Chitng minh ring tam giac MNP Ia tam gidc déu .
b) Tinh géc clia 2 mit phflng (ABCD) va (MNP) .
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D . Huéng din - Pap sé .

3.20.Goil,J1a trung di€m cia AB , AD ,tacé : MI=MJ : Al=AJ ; CI=CJ. Vay (MAC) la miit phing
trung truc cda IJ . Do d6 (MAC) vudng géc véi (ABCD) .

3.21 . SH vudng géc v6i CD ( vi SH vudng géc véi AB va CD song song v6iAB). Do d6 CD vudng goc
v6i (SHK) ( vi CD vudng géc v6iSH va SK) . Vay hai mit phfmg (AHK) va (SAC) vudng goc .

3.22 . a) BD vudng géc v6i AC ; BD vudng géc v6i SO nén BD vudng géc véi (SAC) .
SC vudng géc véi BD ; OH vudng géc véi SC nén SC vudng géc véi (HBD) . Vay hai mit phang (SAC)
va (HBD) vudng gbc .

b) HB vudng géc véi SC ( HB trong (SBC) )

HD vudng géc véi SC ( HD trong (SCD) ).

Vay Géc ctia HB , HD 13 géc cia 2 mit phing (SBC) va (SCD)
Tam gidc HBD can nén HO la phan gidc géc BHD . Do dé6 :

BHD =120° & BHO =60° <> cot g BHO =~
V3
SO _ 1y V2
OB 3 23
Tam gidc vudng SOC cho :

2.2
12= 12+ 122% 4 2x+2a o O - azx2
OH®> 0S* 0C* x* 24° a‘x 2x° +a

a a’x’ , a’ a
S —ES X = x==
6 2x"+a 4 2

3.23. (ABC) vudng gbc véi (SAB) ; (SBC) vudng géc véi (SAB) . Suy ra : BC vudng géc véi (SAB) . Vay
hai tam gidc ABC va SBC vudng tai B

3.24 . a) V& MK song song v6i AA’ ( K thudéc A’B’) o
Suy ra : MK vudng géc v6i (ABCD) , ta c6 :

AK=x:AN=(a-x)2 :

KN? = A'K? + A’'N>— 2A°K.A'N cos45°. A

2 z 2
=x +[(a—x)x/§} —2x.(a—x)\/§.7

=x° +2(a—x)2+2x2—2ax

=5x° —6ax + 2a°

MN?=MK? + KN? =(a-x)"+5x"—6ax +2a° =6x"—8ax+3a°. A

2a., a® _a® . . i 2a
:6(x——) +—2>— (didu“=“xdyrakhix=—
3 3 3

pyro 20 AK 2 (__)( a2, AN a2 a2 _2
3'4'B" 3 3’40 3 2 3
AK _A'N

Suyra: =—

A'B 40

(O’ 1a tdm hinh vuéng A’B’C’D’ ) . Do d6 : KN song song vdi B’O nén KN vudng géc v6i A’C’ . Ma KN
12 hinh chi€u cda MN xu6ng (ABCD) nén MNvudng géc v6i A’B’ .
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Ta ciing c6 :
ANZZAAIZ‘FA'NZZCZZ"'(%)Z:%

9

a® (2(1&]2 B 1142

MN? + AM? =—+
3 3 9

Suyra: AN* = AM? + MN?
Viay : MN vudng géc véi AB’.

AI
3.25.a) AC la hinh chi€u cia AC’ xuéng (ABCD)
AC vudng géc v6i BD nén AC’ vudng géc v6i BD .
Tudng tu , AC’ vudng géc véi BA’ . Suy ra : AC’ vudng géc véi (A’BD) .

b) (P) song song vGi (A’BD) . Tuong tu :

(P) song song v§i (CB’D’) .
Suy ra : (P) cit (ABCD) theo MNsong song v6i BD ; (P) cit CC’D’D) theo NQ song song véi CD’ ; (P) cit
(AA’D’D) theo QR song song v6i DA’; (P) cit (A’B’C’D’) theo RS song song v6i B’D’ ; (P) cit (ABB’A’)
theo ST song song v6i BA’ ; (P) cit (BCC’B’) theo TM song song véi CB’.
Thiét dién 12 luc gidc MNQRST .
Tt gidc MCRA’ 13 hinh binh hinh nén MR cit A’C tai trung diém O ctia A’C (12 tAm hinh 1p phuong ) .
Tuong tu NS, QT qua O va 6 tam gidc OMN , ONQ, OQR , ORS , OST . OTM la 6 tam gidc déu canh

bing a

2
>
Vay thi€t dién 12 hinh lyc gidc déu . qua tAim O ctia hinh 1ap phuong va c6 dién tich bing :

6(61&}2.@: 34’3

2 4 4

3.26 . a) Tam gidc MNP c6 hinh chi€u xuéng mit phing (ABC) 1 tam gidc ABC nén :

S azx/g
SABC = SMNP cos60° < SMNP = COSAg%O = 2
b) géc (ABC, MNP ) = g6c ( AA’ , AB’)
A4 2a 25

cosA'AB'= " = =22 4" 4B'=26°34'
AB' i idat 5
2 2 2
9 26

327.a) MN? =NP* =MP? =L 4 2 424 224

16 16 16
b) P c6 hinh chi€u 1a P’ trén AD va AP’=0,25a .
Tam gidc MNP ¢6 hinh chi€u xudng (ABCD) 1a tam gidc MCP’.

1

SCMP' = SABCD _E(SAMP' + SBCM + SCDP‘)

2 1[(1 3a a 3a ) 13a?
=q +— =

. a .a
44 47 4 32
MN?J3 2643
4 4.16
2
cosx = Scur 134" 64 _\3
Sp 32 26a°\3 3

= x = 54%45'
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§5. Khdang cich.

A . Tém tit gido khoa .

1 . Khdang cich tir mot di€ém dén mot dudng thing 13 doan vudng géc vé tir diém dé dén dudng thing .

2 . Khdang cich tir mot diém dén mot mit phing 1a doan vudng géc vé tir diém d6 dén mit phing .
d©.®)=0H

O

: |
!

H

3. Khéang cich giita mot dudng thing vi mot mit phing song song 1a khdang cdch tir mot diém bat ky
trén duong thing d&€n mét phing .

ld(a,(P))=d(O,(P))=0H]| (asong song véi (P), O thudc a )
4 . Khéng cédch giita hai mit phing song song 13 khdang cich tit mot di€m bat ky trén mit phing nay dén
mit phing kia .

d((P).(Q))=d(O.(P))=OH| ((P)song song véi (Q) . O thudc (Q)) .

o o/jh

.

p

5. Khéang cich giita hai dudng thing chéo nhau 12 doan vuéng géc chung clia hai dudng thing d6 .

| b

d(a,b)=EF =d (b, (P))|((P)chita a va song song v6ib )
EF la doan vuéng géc chung ciaavab.
e Doan vudng géc chung clia 2 dudng thing 1a duy nhat va 13 doan ngidn nhat ndi 2 diém Ian lugt
nim trén 2 dudng thing d6 .
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B . Gidi téan.

Vidu 1 : Cho hinh chép S.ABC ¢6 : tam gidc ABC vudng tai B va BC=a; AC =2a; SA vudng gbc vdi

(ABC)vaSA=a.

a) Tinh khodng céch tir A dén (SBC) .

b) D 14 diém sao cho ACBD Ia hinh thang ( AC song song véi BD va BD = 3a ) . Tinh khéang cdch tir D
dé&n (SBC) va khdéang cach tir C dén (SBD) .

Giai :

a) Ta c6 : BC vudng géc v6i (SAB) ( vi BC vudng
gbc v6i AB va SA) .

Suy ra : BC vudng géc v4i AH la dudng cao cia tam
gidc SAB ( H thudc SB).

Do d6: AH vudng géc véi (SBC) ( vi AH vudng géc
véiBCva SB).

Vay AH la khdang cédch tir A dén (SBC) .

Tam gidc vudng SAB cho :

SB =SA* + AB? =\Ja® +(4d* —d®) = 2a

AS.AB _a*\3 a3
SB 2a 2

AH.SB=AS.AB < AH =

b) AD cit BC tai E . V& DK vudng géc véi (SBC) thi DK song song véi AH va E , K, H thing hang ( 1a
hinh chi€u ctia EDA xudng (SBC) ) . Ta ¢6 :

DK:ED:BD:3_a:§C>DK:§AH:3a\/§
AH EA AC 2a 2 2 4

3a+/3
4
% Xdc dinh va tinh khéang cdch tir C dén (SBD) :
V€& AM vudng géc BD ( M thudc BD ) rdi vé AL vudng géc SM (L thuéc SM ) .
Chitng minh tuong tu , AL 1a khéang cdch tir A d€n (SBD) .
Ma AC song song v6i (SBD) ( vi AC song song v6i BD ) nén khdang cdch tr C dé€n (SBD) biing AL .
Tam gidc vudng SAM cho :

1 a\/§ —

AM =§AB=T(dOBAM =600)

Vay khdang cach tir D dén (SBC) 1a DK =

a3

AS.AM @y a3 a21

SM \/zgaz_ﬁ_7
T

ALSM = AS.AM < AL =

Vidu 2 : Cho hinh ling tru ding ABC.A’B’C’ ¢6 tam gidc ABC vuongtai A; AB=a;
AC =2a;canhbén AA’ =2a.

a) Tinh khdang cdch gitta BC’ va AA’.

b) * Goi EF 1a doan vudng gbc chung cia AA’va BC’, chi 16 cich vé E , F .

Giai :
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a) Ta cé : AA’ song song v6i (BB’C’C) ( vi AA’ song song véi BB’ )
Suyra:d(AA’, BC)=d (AA’,(BB’C’'C)) =d(A’,(BB’C’C).
Vé A’H’ vudng géc véi B’C’ ( H’ thudc B’C’) thi A’H’vudng géc véi (BB’C’C) (vi A’H’ vudng gbc vbi
BB'vaB’C’).

Viay A’H’ 1a khéang cdch tit A’ @én (BB’C’C) .
Tam gidc vudng A’B’C’ cho :

B'C'=NA'B*+ 4'C*? = \Ja® +(2a)’ = a\5.
A'B'A'C'  2a* 2a\5
B'C' a5 5

A'H'B'C'=4A'B"A'C'< A'H'=

2a+/5
5

b) Ta c6 : EF vudng géc v6i BB’ ( vi EF vudng géc v6i AA’ va AA’
song song véi BB’ ) .
Suy ra EF vudng géc v6i (BB’C’C) ( vi EF vudng géc BB’ va BC’)
Ta cling c6 : EF song song v6i (A’B’C’) ( vi EF va (A’B’C’) cung
vuong géc v6i AA’)
Goi F’ 1a hinh chi€u ctia F xudng (A’B’C’) thi hinh chiéu A’F’ ciia EF sé song song v6i EF .
Suy ra : A’F’vudng géc v6i (BB’C’C) nén trung v6i A’H’ hay F’ trung v6i H’ .
* Suy ra cdch xdc dinh E va F : V& dudng cao A’H’ clia tam gidc A’B’C’ . V& dudng thing d qua H’
vudng géc v6i (A’B’C’) (d song song v6i BB’ ) ; d cit BC’ tai F ; vé& FE song v6i A’H’ ta dugc vi tri cia E

Vay: d(AA’,BC ) =

Vidu 3 : Cho hinh chép S.ABCD ¢6 : ddy 1a hinh vudng canh bing a ; SA vudng géc véi ddy va SA=a;
MN lan lugt 1a trung di€m ctia AB va SC . Chiing minh ring MN 1a doan vudng géc chung ciia AB va
SC . Tinh khdang cach giita AB va SC .

Giai :
Goi O la tAm hinh vudng , ta ¢ : NO song song véi SA ( NO la dudng trung binh cla tam gidc SAC) .
Suy ra : NO vudng géc v6i (ABCD) .

Do dé : MO 1a hinh chi€u ctia MN xudng (ABCD) .

Ma MO vudng géc véi AB ( MO song song v6i BC ) nén MN vudng géc v6i AB ( dinh ly 3 dudng vudng
géc ).

Tam gidc vudng MON cho :
2 2
2
MN>=MO>+ ON*= (5)2+ 2| =2
2 2 4
Tam gidc vudng SAM cho :
2 2
SM? = SA” + AM? = & {%j :5%

Suy ra : SM” = SN” + MN? . Vay tam gidc SMN vudng tai N . Do d6 : MN 1a doan vudng géc chung ciia

AB va SC.
. o . s . 2a> a2
Khoang céch gitta AB va SC chinh 1a doan MN va MN = T = >
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N N . 4av3 .
Vi du 4* : Cho hinh chép déu S.ABCD c6 : canh ddy bang 2a ; canh bén bang a . (P) 1a mdt phang

chita AB va khdang cdch gitta CD va (P) bing a .
a) Tinh géc giita 2 mit phing (P) va (ABCD) .
b) Xdc dinh thi€t dién clia (P) va hinh chép . Tinh dién tich cda thiét dién nay .

Giai :

a) Xdc dinh khdang cdch giita CD va (P) :
Goi I, J1an lugt 1a trung di€m ctia AB va CD, ta c6 : AB vudng géc vdi SI va AB vudng géc v6ilJ .

Suy ra : AB vudng géc véi (S1)) .

Vé JH vudng géc véi giao tuyén Ix cla (P) va (SI)) ( H thudc Ix) thi JH vudng géc véi (P) (vi (P) vudng
gbc véi (S1)) ) .

Vay JH = a 1a khdang cdch tir J d&€n (P) ciing 1a khdang cach gitta
CDva (P).

Ta ciing c6 : IJ vudng géc v6i AB ; HI cling vudng géc véi AB
(HI trong(P) ; 1J trong (ABCD) ) .

Do d6 : JIH =30° 1a gbc clia 2 mit phang (P) va (ABCD)

(tam gidc IJH c6 JH=a ; L] = AD = 2a nén 13 nira tam gidc déu )

b) CD song song vé6i (P) ( vi CD song song v6iAB ) nén (P) cit
(SCD) theo giao tuyén MN song song vdi CD .

Tam gidc vudng SIA cho :

SI? = SA? — 14> = (a/5)? —a’ = 4a’ < SI = 2a

Ma SI=SJ;1J = 2a nén SIJ 12 tam gidc déu .

Suy ra : géc SIJ bing 60° nén IH 1a phin gidc ca géc SIJ nén IH ciing 1a trung tuyé€n , dudng cao clia tam
giac SIJ .

Do d6 : IH qua trung diém K ctia ST va MN qua trung di€m nay nén l1a dudng trung binh clia tam gidc
SCD.ViayMN=a.

DPé€ ¥ ring dudng cao IK cdia tam gidc SIJ ciing 12 dudng cao clia hinh thang ABMN nén

Zax/g

K== a+/3 . Vay dién tich cia thiét dién 12 :
AB+ MN a+2a 3a® \/§
A K== a3 = >

C .Baitiapreénluyén.

3.28 . Cho tif dién déu ABCD canh biing a . Chitng minh ring AB vudng géc véi CD va tinh khdang cdch
gitta AB va CD .

3.29 . Cho hinh chép S.ABCD c¢ : ddy la hinh vudng canh bang 2a ; SA vudng géc v6i ddy va SA =3a.
a) Tinh khéang cdch tir C dé€n (SBD) .

b) G 1a trong tim tam gidc SAB va (P) 1a mit phing qua G va song song véi (SBD) . Tinh khdang giita 2
mit phing (P) va (SBD) .

3.30 . Cho hinh chép déu S.ABCD c6 : canh ddy va canh bén déu bing a .

a) Tinh khdang cédch gitta AB va SC .
b)* Goi EF la doan vudng géc chung cia AB va SC, xdc dinh 16 vitricia E , F.
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3.31 . Cho td dién ABCD c6 AB vuong géc v6i AD va BC(AB=a; BC=b; AD=c).Gdbc ciia AD va
BC bing 60° .

a) Tinh cdc canh chua bi€t clia t¢ dién va tinh khdang céch gitta AB va CD .

b)* Goi EF la doan vudng géc chung cia AB va CD . Xac dinh cic difm E , F .

D . Huéng din — P4p s6 .

3.28.Goi E , Flan lugt I3 trung diém ctia AB va CD , ta ¢6 :

AB vuong géc véi (DEC) ( vi AB vudng goc voi ED, EC) .

Suy ra : AB vudng géc v6i CD .

Ta lai c6: ED = EC nén EF vudng géc v6i CD . Vay EF la doan vudng géc
chung cia AB va CD .

EF’ = DE® - DF* = ( AB*> - AE? ) - DF?

a? 2 24° a2
= (a4
4

229 o FEF=
4 4 2

3.29. a) BD vudng géc véi (SAC) .
V& AH , CK vudng géc v6i SO (H, K thudc SO ) thi
AH = CK 1a khéang c4ch tir A , C d&€n (SBD) .

Tam gidc vudng SAO cho :
1 1 1 1 1 3a~/22
2 7t st oAl =
AH AS®  AO 9a° 2a 11

b) (P) cit (SAB) theo GE song song v6i SB
(E thuoc SA ). V& EE’ vudng géc v6i SO ( E’ thude SO ) thi EE’ 1a
khdang cich tir E d&€n (SBD) ciing 12 khdang cdch giita 2 mit phing (P)

va (SBD).
EE'_SE_MG _1 _ ... 1 . aJ22
AH SA MA 3 3 11

3.30.a) Goil, J1in luot 12 trung di€m ctia AB va CD, ta c¢6 : AB
vuong géc vdi (S1J) . V& IK vudng géc vdi SJ thi IK vudng goc véi
(SCD) (K thudéc SJ) .
IK=d(I,(SCD))=d(AB,SC).Taciingcé:

SI:SJzé;SOZ\/SAZ—OAZ =§

SOIJ _aaV2 a6
SJ a\/§ 3

IK.SJ =50.1J < IK =

b) EF vudng géc véi (SCD)

EF song song v&i (SI1J) nén hinh chi€u ctia EF xudng (SIJ) s& song song vdi
EF . Ma hinh chi€u cda E xudng (SIJ) 12 I nén hinh chi€u ctia F xud6ng (SIJ)
sé la K. SuyracichxdcdinhE,F:

Qua K vé& d song song véi CD ( d vudéng géc véi (SI)) ) ;

dcitSCtaiF.

Vé FE song song v4i IK ( E thudc AB ) thi EF l1a dudng vudng géc chung
cia AB va SC.

3.31. V& BD’ song song va bing AD thi : géc CBD’ biing 60° ; DD’ vudng
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gée v6i (BCD’)
a) AC =~/ AB? + BC? =Ja? + b?
BD = AB? + AD? =\Ja* +¢*
CD'" = BC? + BD"”—2BC.BD'c0s60°
=b*+c*—bc
CD’=CD?+DD*=a’+b*+c*—bc.
d(AB,CD)=d(AB,(CDD’))=d (B, (CDD’)) =BH vdi BH vudng géc véi CD’ va H thudc CD’ .
bc«/g
2b* +c? —be

b) Ly ludn tuong tu bai 3, ta xdc dinh dugc E , F : v& HF song song AB ( F thudc CD ) ; vé FE song song
BH ( E thuéc AB ) . EF l1a doan vudng géc chung cia AB va CD .

BH.CD’ =BC . BD’ sin60° ( = 2Sgcpy ) => BH =

TRAC NGHIEM CUOI CHUOGNG 3

A. Cauhéi.

1 . Cho hinh ling tru ABC.A’B’C’ ; O 1a tim ctia miat bén BCC'B’ . Néu ta cé :
AO=xAB+ yAC +zAA' thi x bing :
a)0,5 b)-1 ol d) mot ddp so khéc .

2. Cho tit dién ABCD , G la trong tim clia tam gidc BCD va I 1a trung di€m ctia BG . Néu ta c6 :
Al =xAB+yAC+zAD thi (x+y+z)bing:
a) l b) 2 c)3 d) mot dap s6 khac .

3. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ , canh bing a . G 14 trong tim tam gidc A’BC . Th€ thi ( 3AG?)
bing :
a)a’ b) 2a* ¢) 4a’ d) mot ddp s6 khic .

4 . Cho tif dién ABCD va di€ém M dinh b3i: AM = xAB +2AC +3AD . Diém M thudc mit phing
(BCD) khi va chi khi x bing :
a)l b) 4 c)—4 d) mot dap s6 khic .

5 . Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’canh bing a ; I 13 trung diém BC va M 1a di€m dinh bdi
:A'M =xA'B'+ yA'D . Né&u 2 dudng thing Al va A’M vudng géc thi x, y thda hé thic nao dudi day ?
a)2x+y=0 b)x+2y=0 c)2x—-y=0 d)x-2y=0

6 . Cho tit dién ABCD ¢6 : AB = AC=BD =a ; tam gidc BCD vuong tai B . N&u géc ctia AC va BD bing
60° thi géc cda AB va BD biing bao nhiéu do ?
a) 30° b) 60° c) 90° d) mot ddp s6 khic .

7 . Cho hinh chép S.ABC ¢6 : SA vudng géc v6i (ABC); AB=x; AC=x+1;BC=x+2

( cing mot don vi chiéu dai ) . AB vudng géc véi (SAC) khi va chi khi x biing :
a)2 b)3 c)4 d) mot dap so khdc .
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8 . Cho tt dién ABCD c6 : AB.AC = AB.AD #0 . Cau nao dudi day diing ?
a) AC va BD vudng goéc b) AD va BC vudng géc
¢) AB va CD vudng géc d) khong c6 cdp canh tit di€én nao vudng gbc

9 . Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’. Trong cdc dudng thing dudi ddy , dudng thing nao vudng géc
vdi mit phing (A’BD) ?
a) AD b) AD’ c) AB’ d) AC

10 . Cho hinh chép S.ABC ¢6 : Hai mdt phﬁng (SAB) va (ABC) vudng géc . Chian dudng cao ctia hinh
ch6p nim & dau ?

a) trén dudng thing BC b) trén dudng thing AC
¢) trén dudng thing AB d) mién trong tam gidc ABC

11 . Cho tt dién ABCD c¢6 : hai mat phéng (ABC) va (ABD) cung vudng géc véi (BCD) . Hé thic nao
dudi day ludn ludén ding ?

a) AC> + BD’ = AD* + BC? b) AC* + BD* = AB’ + CD’

¢) AD? + BC? = AB” + CD? d) BC* + BD* = CD’.

12 . Mot hinh chép tit gidc déu 6 : canh ddy biing a ; canh bén biing b ; dudng cao ctia hinh chép bing h .
H¢ thdc nao gifta a , b, h dudi day ding ?
a)b*=2h’ +a’ b) 2b* = 2h* + a* c)b?>=h?+2a’ d) b>=h* + a’

13 .Cho hinh chép S.ABC c6 : ABC la tam gidc vudng tai A ; SA = SB = SC = 3a ; dudng cao hinh chép
biing a . Canh 16n nhit clia tam gidc ABC gin biing gi4 tri ndo dudi day nhit ?
a)2,8a b) 5,2a ¢)5,4a d) 5,6a

14 . Cho hinh hop chit nhat ABCD.A’B’C’D’ ¢6 : ABCD Ia hinh vudng ; dudng chéo AC’=20cm ; AC’ tao
v6i ddy (ABCD) mot géc bing 30° . Dién tich hinh vudng ABCD bing :
a) 75cm’ b) 100cm? ¢) 125cm? d) mot ddp s6 khac .

15 . Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 mit bén tao v6i ddy mot géc bing 30°. N&u dién tich ctia mot
mit bén hinh chép biing 30cm? thi dién tich ddy gdn bing gid tri ndo dudi ddy nhat ?
a) 26cm* b) 72em? ¢) 75cm’ d) 78cm’

16 . Cho hinh ling tru ABC.A’B’C’ ¢6 : ABC la tam gidc déu canh biing a ; tam gidc A’AB ciing 12 tam
gidc déu ; 2 mit phing (ABC) va (AA’B’B) vubng géc . Khdang cich giita 2 mit phing (ABC) va
(A’B’C’) gan bing gid tri ndo dugi diy nhat ?

2) 0,52 b) 0,75a ¢) 0,85a d) 0,90a

17 . Hinh ch6p S.ABCD c6 : ABCD la hinh vuong canh biing 2a ; SA vudéng géc v6i (ABCD) va SA =x ;
M, N lan lugt 13 trung diém ctia AB va SC . N&u MN la doan vudng géc chung clia AB va SC thi x bing :
a) 0,5a b)a ¢) 1,5a d) mot d4p s6 khic

18 . Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ . Trong 4 mit phing dudi diy , mit phing nao vudng géc véi
mit phing (A’BD) ?
a) (A’B°CD) b) (C’BD) ¢) (A’C’'B) d) (A’C’CA)

19 . Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ va M 1a trung di€m clia AA’ . Géc giita 2 mit phing (ABCD)
va (MBD) gin biing géc nao dudi diy nhat ?
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a) 35° b) 42° c) 50° d) 60°

20 . Cho hinh ch6p cut ABC.A'B’'C’. M, N, P 1an lugt 12 trung di€m ctia AA’ , BB’ , CC’. N&u dién tich
clia cdc tam gidc ABC, A’B’C’ 1an lugt bing 36cm? , 16cm” thi dién tich ctia tam gidc MNP bing :
a) 25cm’ b) 26cm? ¢) 27cm’ d) mot ddp s6 khic

21 . Cho hinh 14p phuong ABCD.A’B’C’D’ , canh biing a . Khdang cich giita 2 dudng thing AD’ va A’B’
gan bing gia tri ndo dudi diy nhat ?
a) 0,68a b) 0,70a ¢) 0,72a d) 0,73a

22 . Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD , canh ddy biing a , dién tich mdt mit bén biing 0,75a* . Géc ciia
mit bén tao véi ddy gin biing géc ndo dudi day nhit ?
a) 70°30° b) 71° c) 71930’ d) 72°

23 . Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’, canh biinga , M, N, P 1an lugt 1a trung diém cta BC, CC’,
2

A’D’. Bi€t riing dién tich tam gidc MNP béing a thi géc giita 2 mit phing (MNP) vi (ABCD) gin

bing gbc nao dudi day nhat ?
a) 50° b) 52° c) 54° d) 56°

24 . Cho hinh ling tru déu ABC.A’B’C’ ¢6 canh ddy va canh bén déu bing a . M, N 1an lugt 13 trung
di€m ctia AC va CC’ . Hinh chi€u ctia tam gidc BMN xudng mit phing (BCC’B’) ¢6 dién tich biing bao
nhiéu ?
2 2 2
a 3a 3a .
a) — b)— c)— d) mot ddp so khac
8 ) 16 ) 8

25 . Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ , canh bﬁng a.M,N,Planluctla trung diém ctia AB , AD,
DD’ . Bi€t rang géc gilta 2 mdt phang (MNP) va (ABCD) c6 cosin bang %, dién tich cua tam gidc MNP
bing bao nhiéu ?

a’ az\/g az\/g

a)T b) n c) i

d) mot dap s6 khic .

la 2b 3b 4c S5a 6b 7b 8¢ 9d 10c
11a 12b 13d  14d 15d 16¢ 17b  18d 19a 20a
21b 22a 23¢  24b 25d

C . Huéng din .
). A0 =~ (4B +AC)=>(4B+AC + A4) = x ==
2 2 2

2(b) . E:E(AB+AC+AD);E:E(E+E):£E+ER+EE .
3 2 3 3 3

Viy(x+y+z)=2
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3(6). 4G = =(Ad'+ AB + AC) = =(AA"+ 4B + 4B+ AD)
3 3
AG? =AG :é(AA'2+ 44B* + AD*)(do AA".AB = AA"AD = AB.AD = 0)

=£(a2+4a2+a2):za2:>3AG2 =24°

9 3

4( c) . Piém M thudc (BCD) khi 3 vects BM , BC, BD ddng phing hay :
BM =mBC +nBD . Theo hé thic xdc dinh M , ta c6 :
W—ﬂ:xﬁu(ﬁj—ﬂ)w(ﬁ)—ﬂ)@
W:2%+3@+(—x—4)ﬂ

Vay M thudoc (BCD) khi—x—-4=0 hayx=--4.

5(a).ﬂ=%(E+R‘)=%(AB+AB+AD)=E+%E

A'M=xA'B'+yA'D=xAB+ y(4' A+ A'D")

E.A'M=xa2+%ya2(doﬁ.@:ﬁ.A'A:E.A'D':O;EZ =AD.A'D" = AB* = %)
Al LA'M < AILAM=0&2x+y=0

6(b) Goi x la gbc cia 2 vecto AC , BD
Talaico:

AC.BD = (4B + BC).BD = AB.BD (do BC.BD =0)
AC.BD _AB.BD _a.acos(AB,BD)

COSx = = =
AC.BD AC.BD a.a

_ cos(A4B, BD) =%(hay—%)

Vay géc ctia 2 dudng thing AB va BD biing 60° .( vi x = 60° hay x = 120°)

7(b) . AB vudng géc v6i SA nén AB vudng goc véi (SAC) khi va chi khi AB vudng géc véi AC hay
AC*+ AB*=BC’hay x*+ (x+ 1) =(x+2)”.Suyra:
xX*—2x-3=0 .Vayx=3(vix=AB>0)

8(c). AB.AC = AB.AD <> AB.(AD- AC)=0< AB.CD=0

Vay : AB vudng géc v6i CD .

9(d ) .AD’ Ia hinh chi€u ctia AC’ xudng (ADD’A’) , AD’ vudng géc véi A’D nén AC’ vudng géc véi A’D
. Tuong tu AC’ vudng géc v6i A’B . Vay AC’ vudng géc véi (A’BD).

10(c ) . V& SH vudng goc véi AB ( H thudc AB) thi SH vudng géc véi (ABC) ( vi (SAB) vudng gbéc véi
(ABC)) . Vay SH la dudng cao ctia hinh chép . Do @6 chdn dudng cao ciia hinh chép thudc dudng thing
AB.

11(a) . AB vudng géc v6i (BCD) ( giao tuyén clia 2 mit phing ciing vudng géc véi (BCD) Do d6 : AC* —
BC? = AB”> = AD’ - BD? hay : AC* + BD* = AD* + BC®

12(b) . Goi O la tAm hinh vuong ddy ABCD va S la dinh hinh chép,
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2

Tam gidc vudng SOA cho : SO* = SA’ -~ OA”> < h* =b° — (O’T)2 & 2b* =20 +a°

13(d) . V& dudng cao SH cia hinh chép : SH vudng géc véi (ABC) . Ta c6 : HA = HB = HC ( cdc tam gidc
vudng SHA , SHB , SHC bing nhau ) nén H 12 tdm dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC , nghia 1a H 1a
trung di€m ctia BC . Ma BC 1a canh 16n nhit va

BC = 2HB = 24JSB? — SH? = 24/94% — 4® = 4a~J2 = 5,654

14(d) . AC la hinh chi€u ctia AC’ xudng mit phing diy (ABCD) nén géc
C’AC la gbc tao bdi AC’ va diy (ABCD) :
C'AC =30’

Ne

AC = AC'c0s30° = 20.7 —104/3

AB = AC.% =56

S pep = AB? =150cm®

15(d) . Goi I 1a trung di€ém ctia BC , ta ¢6 :
SI vudng géc v6i BC ; Al vudng géc véi BC ( O thude Al) . Géc SIO la
géc clia mit bén tao v6i ddy .
SI10 = 30°
3043
B 153

Sope = Sgse €0530° = —

S pe = 3Sosc = 45+/3cm? = 77,9¢m’

16(c ). VEA’l vudng géc vG6iAB (I thuéc AB ) thi A’ vudng géc véi (ABC) .
Suy ra A’I1a khdang cdch tir A” dé€n (ABC) , ciing 1a khdang céch giita 2 mit
phing (ABC) va (A’B’C’) .
A’l1a dudng cao clia tam gidc déu A’AB nén :

a3

2

17(b) . ( xem hinh vi du 3 , phin khdang céch )
MN’=MO’ + ON* =a* + x* .
SM® = SA* + AM® = 4x* + a°

2

2 Ax?+ Za\/z

e [SCY_ 4+ (2aV2)
2 4

SM?=SN?+MN? @ 4x* +a* =’ +x*+x*+2d°* = x=a

A'l = =0,866a gin nhit v6i 0,85a .

=x*+2a®

18(d) Ta c6: AC’ vudng géc (A’BD) nén 2 mit phﬁng (A’C’CA) va (A'BD) vudng goc.

19(a). Ta c6 : MO va AO cung vudng géc véi BD ( MO trong (MBD) AO trong (ABCD) ) nén géc MOA
1a gbc gilra 2 mét phzzmg (MBD) va (ABCD) .

tan MOA = Zj—g -4 —MOA=3515" (g4n bing géc 35° nhat )

a2
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20(a) . Goia, b, x 1an lugt 1a dién tich clia cdc tam gidc ABC, A’B’C’
chtta hinh chép cut ABC.A’B’C’ , ta c6:

x (SMY (SA+SA'V 1(. SAV 1 a)
x_ _ PPN I I Cn N
b \s4 254" A sa ) Talt D

v 1(Ja+b
-3 = 3 )5 )

(do ti s& dién tich clia 2 tam gidc ddng dang biing binh phudng ti s6
ddng dang) .

21(b) .Ta c6 : A’O’vira vudng géc v6i AD’ va A’B’ nén la doan vudng
g6c chung ciia AD’ va A’B’.
a~?2
2
Ta con c6 thé nhan dinh riing :
d(AD’, A’B’)=d(A’B’, (ABC'D’) )=A’O’

A'O'= =0,707a

22(a) . Hinh chi€u ctia mdt mit bén xuéng mit ddy 12 mot tam gidc bing mdt phin tu hinh vudng

l1a géc hgp bSi mat bén va ddy , ta c6 :
1
)
4" _ _
S,z 0,75a° 3

23(c ). Tam gidc MNP c6 hinh chi€u xudng mit phing (ABCD) la

0,254 1
CoSx = =

tam gidc MCP’.

1 1 a a
Syer =—MP'MC =—a.—=—
MCP 2 2 2

2
COS x = Suer _ 4.
MNP 4 4

azx/g_ 1

=—— = x=54%5"

NE]

(x1a géc tao bdi (MNP) va (ABCD) )

24 (b ). Ve AH vudng gbéc v6i BC ( H thudoe BC ) thi AH vudng géc
v6i (BCC’B’) (vi AH vudng géc véi BC va BB’) . Ve MK vudng
g6c v6i BC ( K thude BC ) thi MK vuong géc véi (BCC’B’) : K 1a
hinh chi€u cia M xuéng ( BCC’B’)
.Vay hinh chi€u ctia tam gidc BMN
xudng mit phing (BCC’B’) 12 tam
gidc BNK..

25(d) .Tam gidc MNP ¢6 hinh chi€u
xudng mit phing (ABCD) la tam
gidc DMN .
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, MNP va S 1a dinh hinh chép

= 25¢m?

A B

. Goi x

=== x=70%31" (theo dinh ly v& dién tich chifu ).

A ,
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